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RECULL DE PROBLEMES | QUESTIONS DE SELECTIVITAT SOBRE DERIVADES (AMB SOLUCIO)

1) PAU 1999 Série 1 Problema 1:

Donada la funcié f(x)=x—-4+—
X—4
a) Estudieu-ne la continuitat.
b) Estudieu-ne els intervals de creixement i decreixement i els maxims i minims locals.
c) Calculeu I'area limitada per la grafica de la funcid, I'eix OX i les rectesverticals X =0 i
X=2.
Solucié

2) PAU 1999 Série 2 Qiestio 1:
La grafica d'una funcié és la que hi ha en el dibuix segUent. Quina és la grafica de la
seva funcid derivada? En quins punts és discontinua la derivada?

Y
(0,3)
b l)f(’f») @ 1)
(<1,0) X
Solucié
3) PAU 1999 Série 2 Problema 1:
1
Considereu la funcié f (x)= .
8X—X

a) Trobeu el domini de f (X) i les asimptotes.
b) Determineu el signe de la funcié en el seu domini (determinar el signe de f (X)vol dir

establir per a quins valors de x es compleix f (X) >0 iperaquins f (X) <0).

c) Trobeu-ne els intervals de creixement i decreixement i els extrems relaftius.
d) Feu un esquema de la grafica de la funcid.
Solucié

4) PAU 1999 Série 5 Problema 1:
Trobeu l'altura i el radi de la base del cilindre de volum maxim inscrit en una esfera de
radi 1.

Solucié

5) PAU 1999 Série é Problema 1:

x? — X

x+1

a) Feu un estudi de les seves asimptotes.

b) Calculeu els punts en qué aquesta funcié té extrem relatiu i digueu per a quins
intervals del domini la funcid és creixent.

c) Feu un esbds de la grafica de la funcié a partir de les dades obtingudes en els
apartats anteriors.

Considereu la funcié y = f (x) =

Solucid
é) PAU 2000 Seérie 1 QUestio 1:
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Calculeu els valors de a tals que les tangents a la grafica de la funcié
f(X):aX3+2X2 +3 en els punts d'abscisses Xx=1 i x=-1 siguin perpendiculars entre
Si.

Solucié

7) PAU 2000 Série 1 Problema 1:
Un terreny té forma de triangle rectangle, els catets mesuren AB = 60 mi AC = 45 m. En
aqguest terreny es pot construir una casa de planta rectangular com indica la part
ombrejada de la figura seglent:

C

45 m

A 60 m B

Voleu vendre aquest terreny i us paguen 5.000 pessetes per cada metre quadrat no
edificable i 25.000 pessetes per cada metre quadrat edificable.
a) Determineu la relacié que hi ha entre 'amplada x i la profunditat y del rectangle
que determina la part edificable.
b) Determineu l'expressié que dona el valor del terreny en funcié de I'amplada x del
rectangle edificable.
c) Quines sén les dimensions de la part edificable que ens permeten obtenir un valor
mAaxim per a aquest terreny?
d) Quin és aguest valor maxim?

Solucié

8) PAU 2000 Serie 2 Questié 1:
a) Trobeu els extrems relatius de la funcié polindbmica f(X)=X3—%X2—6X—3 i

calculeu els valors de f (X) en aqguests punts. A partir d'aquestes dades, feu undibuix

aproximat de la seva grdfica.
b) Demostreu que I'equacié X° -3 x> —6x—3=0 t&, exactament, tres solucions redls.
Solucié

9) PAU 2000 Série 2 Problema 1:
El costat desigual d'un triangle isdsceles mesura 12 m, i I'altura sobre aquest costat és
de 5m.
a) Donat un punt arbitrari sobre aquesta altura, obtingueu una expressid de la suma de
les distancies d'aquest punt a cada un dels vertexs del triangle.
b) Determineu els punts sobre I'altura que compleixen que la suma de les distancies als
tfres vértexs del friangle sigui maxima i els punts per als quals sigui minimai.

Solucié

10) PAU 2000 Serie 3 Qiestio 2:
Determineu els punts de la grafica de f (X) = X" +5xon la recta tangent és parallela

a la bisectriu del primer quadrant. Calculeu I'equacid d'aquestesrectes tangents.
Solucié

INST|TUT C/ Pasquali Batlle, 1-15 08790 Gelida Telefon: 93779 04 50 Pag. 2
GE‘,.}A e-mail: a8035246@xtec.cat https://agora.xtec.cat/iesgelida



I Generalitat de Catalunya
Departament d’Educacié
S institut Gelida Departament de Matematiques

11) PAU 2000 Serie 3 Problema 1:

2

Considereu la funcié f (x) = , on a és un parametre.

X+a
a) Calculeu a sabent que larecta y = x + 2 és una asimptota obliqua d'aquesta funcié.
b) Prenent el valor de a obtingut en l'altre apartat, calculeu el domini, les interseccions
de la grafica amb els eixos, els intervals de creixement i decreixement i els extrems
relatius de la funcié f. Feu una grdafica aproximada d'aquesta funcié a partir de les
dades que heu obtingut.
Solucié

12) PAU 2000 Série 5 Qiestié 2:
Considereu els rectangles del pla, els vertexs A, B, C i D dels quals compleixen les
condicions segUents: a) A és I'origen de coordenades; b) B és a sobre del semieix de

les y>0; C és a sobre del semieix de les X >0; d) és a sobre de la recta d’equacié
2X+ Yy =1, tal com es veu en la figura segUent:
y

A\
B D
A c N

D’entre tots aquests rectangles, trobeu I'drea del que la té maxima.
Solucié

13) PAU 2000 Serie 6 Questio 2:

- X+1 . -
Donada la funcié f(x):—x, determineu l'equacid de la recta tangent a la seva
e

grafica en el punt on s'anul 1a la segona derivada.
Solucié

14) PAU 2001 Seérie 2 Problema 2:

x* —2x

2x% +1

a) Determineu les seves asimptotes.

b) Calculeu els intervals on creix i on decreix, i els extrems relatius.

c) D'acord amb els resultats que heu obtingut, dibuixeu aproximadament la seva
grafica.

d) Fixant-vos en la grafica anterior, expliqueu quina seria la grafica de la funcié
g (X) =—f (X)+3 (feu-ne un esquema). En quins punts t& maxims la funcié g (X) 2

Considereu la funcié f (X) =

Solucié
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15) PAU 2001 Série 4 Questid 3:
. e e si x<0 )
Considereu la funcié definida per f (X) = . on a és un hombre real.
2x+1 si x>0
a) Calculeu Iirrg f (x)i comproveu que f(Xx)és continuaen x=0.
X—>
b) Per a quin valor del parametre a la funcié f () és derivable en x=02

Solucié
16) PAU 2001 Serie 4 Problema 1:
1
La riba d'un tram de riuv descriu la corba y = sz per ax entre =3i 3, i en elpunt A = (0,

4) hi ha un poble, tal com es pot veure en I'esquema segUent:
4, A

[0 ..

|
|
|
!
!
|
1
L
3

-2 -1 1 2

a) Expresseu la distancia des d'un punt qualsevol d'aquesta vora del riu fins al poble, en
funcié de I'abscissa x.
b) Quin és el punt de la vora d'aquest tfram de riu que és més lluny del poble?
c) Hi ha algun punt de la vora del riu a una distancia del poble inferior a 22
Solucié

17) PAU 2001 Serie 5 Questio 1:
3—-a
Per a cada valor del parametre a€ R, considereu la funcid f (X) = X+—— (definida
X

per a tots els valors de x diferents de 0).
a) Determineu per a cada valor del pardmetre a, els extrems relatius que té la funcié

f(x).
b) Per a quins valors del pardmetre a la funcié f (X) és sempre creixent?

Solucid

18) PAU 2002 Serie 1 Questio 2:
2
X" +X—6
Se sap que la derivada d'una funcié f (x)és: f'(x)= i1
X+
Calculeu les abscisses dels punts on la funcid f (X) té els seus extrems relatius,

especificant per a cada un dels valors que obtingueu si es tracta d'un mdaxim od'un
minim relatiu.
Solucié
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19) PAU 2002 Serie 1 Problema 1:
Suposem que el Sol es troba a l'origen d'un sistema de coordenades i que un cometa

segueix una frajectoria donada per la pardbola Y =1- Xz, tal com es veu a la figura
seglent:

a) Quin és el punt en que el cometa es troba més proper al Sol2
b) Quant val en aquest cas la distancia del Sol al cometa?
c) Hi ha algun punt en quée el cometa es trobi a la maxima distancia del Sol?2
d) Hi ha algun punt en qué la distancia entre el Sol i el cometa sigui un maximlocal o
relativ?
Nota: Teniu present que la distancia entre dos punts és maxima o minima quan el
quadrat de la distancia és maxim o minim.
Solucié

20) PAU 2002 Série 2 Qiestio 2:
Sabent que la funcié y:(x+a)(x2—4), on a és un nombre real, t& un Maxim i un

minim relatius, i que el maxim relatiu s'assoleix en el punt X = —5, frobeu l'abscissa del

minim relatiu.
Solucid

21) PAU 2002 Série 3 Problema 1:
S'ha de construir un gran dipdsit cilindric de 81z m?® de volum. La superficie lateral ha
de ser construida amb un material que costa 30 € el m? i les dues bases amb un

material que costa 45 € el m?.
a) Determineu la relacid que hi haurd entre el radi r de les bases circulars i I'altura h del
cilindre, i doneu el cost C(r) del material necessari per construiraquest diposit en funcid
der.
b) Quines dimensions (radi i altura) ha de tenir el dipodsit perquée el cost del material
necessari per construir-lo sigui el minim possible?
c) Quin serd, en aquest cas, el cost del material?

Solucié

22) PAU 2003 Serie 2 Qiestio 1:
Calculeu les equacions de les dues rectes del pla que passen pel punt P = (IL —1)i que
s6n tangents a la corba d'equacié Yy = (X—l)z.

Solucié
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23) PAU 2003 Serie 2 Problema 1:

Volem unir el punt M situat en un costat d'un carrer de 3 m d’amplada amb el punt N
situat a I'altre costat i 9 m més avall mitjancant dos cables rectes, un des de M fins a un
punt P situat a I'altre costat del carrer i un altre des de P fins a N seguint el mateix

costat del carrer, segons I'esquema segient:
M

3 m

El cost de la installacid del cable MP és de 12 € per metre i del cable PN de 6 € per
metre.
Quin punt P haurem d’escollir de manera que la connexié de M amb N sigui tan
economica com sigui possible? Quin serd aquest cost minim?

Solucié

24) PAU 2003 Série 3 Questio 2:
Calculeu el punt de la corba Y = 2+Xx—x%en que la tangent és paraliela a la recta
y=X.

Solucié

25) PAU 2003 Série 3 Problema 1:

Un camp té forma de trapezi rectangle, de bases 240 m i 400 m, i el costat
perpendicular a les bases també de 400 m. Es vol partir tal com indica la figura per fer
dos camps rectangulars C1 i C2. Anomenem x i y els catets d'un dels triangles
rectangles que es formen.

=l By -3

."|I
' ¢ '._. '-\‘..
: X
L

AN} Ay i A

'I'_- 11 -".,

== T =
5
a) Comproveu que Yy = E X.

b) Utilitzant la igualtat anterior, escriviu la suma de les drees dels dos camps enfuncid
de x.
c) El camp C1 es vol sembrar amb blat de moro i el camp C2 amb blat. Amb el blat de

moro s'obté un benefici de 0,12 € per m® i amb el blat un benefici de 0,10 €per m®.

Determineu les mides de cada un dels camps per obtenir el beneficimaxim.
Solucié
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26) PAU 2003 Série 5 Qiestio 1:
Determineu quin és el punt de la grafica de y=\/; (és a dir, de la forma (x,\/;)) que

és més a prop del punt P =(4,0).
Solucié

27) PAU 2003 Série 5 Problema 1:

+a
%3

R ., X .
a) Determineu el valor del parametre a que fa que la funcid f (X) = presenti un

extrem relatiu en el punt d'abscissa X = 3.
b) Per a aquest valor del parametre a, calculeu els intervals de creixement
idecreixement, i les asimptotes de la funciod.
c) A partir de les dades que heu obtingut, feu una grafica aproximadad'aguesta
funcid.

Solucié

28) PAU 2004 Serie 1 Problema 1:
Considereu la funcié f (X) =x+mx*+1 m>0.

a) Calculeu el valor de m per tal que I'drea del recinte limitat per la grdfica de la
funcid, I'eix OX ilesrectes x = 0i x = 2 sigui de 10 unitats quadrades.
b) Per am =1, indigueu el punt o els punts on la recta tangent a la grafica de la funcid
forma un angle de 45° amb el semieix positiu de OX.

Solucié

29) PAU 2004 Seérie 1 Problema 2:
Donats la funcié f (X) = \/;i el punt A(2, 0) situat sobre I'eix de les abscisses:

a) Trobeu la funcid que expressa la distancia del punt A a un punt qualsevol de la
grafica de la funcid.

b) Trobeu les coordenades del punt de la grafica de f (X) més proper a A.

Solucié

30) PAU 2004 Serie 3 Questio 1:
Considereu la funcio f (X) =X =32 +2x+2.

a) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de f (X) en el punt d'abscissa
x=3.
b) Existeix alguna altra recta tangent a la grafica de f (X)que sigui parallela a laque

heu trobat? Raoneu la resposta i, en cas afirmatiu, trobeu-ne I'equacié.
Solucié
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31) PAU 2004 Seérie 3 Qiiestié 3:

. . a b6 , R
Considereu la funcid f (X) :1+—+—2 on a és un parametre.

X X
a) Calculeu el valor del pardmetre a sabent que f(X) té un extrem relativ en el

puntd’abscissa X = 3.
b) Aquest extrem relatiu, es tracta d'un maxim o d'un minim?2 Raoneu la resposta.
Solucié

32) PAU 2004 Série 4 Qiestié 3:
El consum d'un cotxe depén de la seva velocitat v (expressada en km/h) segons la

0,012v
funcio f (V) = (en litres/km). Quina és la velocitat més econdmica?
Solucié
33) PAU 2004 Serie 4 Questio 4:
Considereu la funcio f(x) de la figura definida a I'interval [0, 2].
I e i |
L : :
0 1 2
a) Calculeu la funci¢ derivada f'(x) a I'interval (0, 2).
b) Hi ha algun punt de (0, 2) en el qual f '(x) no existeixi?
2
c) Calculeu I f(x)dx.
0
Raoneu totes les respostes.
Solucié

34) PAU 2004 Série 5 Qiestio 2:
La grafica segUent correspon a una funcid f 2[2 ,6] — R derivable i amb derivada

continua. Feu un esbés de la grafica de f '2(2 , 6) — Rijustifiqueu-ne el perqué.

0 744\,:,/6

Solucid
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35) PAU 2004 Série 5 Problema 1:
Considereu la funcié polindmica de tercer grau, f (X) =ax’ +bx* +cx +d, (a # 0) .

a) Trobeu els valors de a, b, c id per als quals f(x) talla I'eix OX en els punts x =0
ix =11ipresenta un minim relatiu en el punt x = 0.
b) Feu un esbds de la grafica de la funcid que heu trobat, i acabeu de calcular els
elements necessaris per dibuixar-la.
Solucié

36) PAU 2005 Seérie 1 Qiestid 6:
La recta tangent a la pardbola Y =3— x> en un punt M situat dins del primer quadrant

(X >0, y> 0), talla I'eix OX en el punt Ail'eix OY en el punt B.

a) Feu un grafic dels elements del problema.
b) Trobeu les coordenades del punt M que fan que el triangle OAB tingui I'area
minima.

Solucié

37) PAU 2005 Serie 1 Problema 2:

Considereu la funcié f (X) =4x—x2.

a) Calculeu I'equacié de les rectes tangents a la grafica de f en els punts d'abscisses
x=0i x=4.

b) Feu un grafic dels elements del problema.

c) Calculeu I'area compresa entre la grafica de files rectes tangents que heu trobat

al’apartat a).
Solucié

38) PAU 2005 Serie 3 Questio 5:
Considereu la funcié f (X) =3-x*iun punt de la seva grdafica, M, situat en el primer

quadrant (X >0, y> 0). Si pel punt M tracem paral-leles als eixos de coordenades, la

sevainterseccié amb OX i OY determina dos punts, A i B, respectivament.
a) Feu un grdfic dels elements del problema.
b) Trobeu les coordenades del punt M que fa que el rectangle OAMB tingui I'drea

maxima.

Solucié
39) PAU 2005 Série 4 Qiestid 3:
Trobeu els maxims i minims relatius de la funcié f (X) =6x° —15x* +10x° .

Solucié

40) PAU 2005 Série 4 Questio 4:
Sigui la pardbola Y = 2X2 +X+1 i sigui Ael punt de la pardbola d'abscissa 0.

a) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la pardbola en el punt A.
b) En quin punt de la pardbola la recta tangent és perpendicular a la recta que heu
frobaten I'apartat anteriore

Solucié
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41) PAU 2006 Seérie 1 Qiestio 4:

2
- ] . - X°—4x+1
Trobeu el domini i les asimptotes de la funcié definida per f (X)= —1
X -

Solucid

42) PAU 20046 Serie 1 Problema 2:
Considereu la funcié f (X) =x*+ax® +bx® +cx+7.

a) Calculeu ¢ sabent que la seva recta tangent en el punt d'abscissa X =0 és
horitzontal.
b) Per al valor de ¢ trobat a I'apartat anterior, calculeu a i b sabent que aquesta
funcid té un extrem relatiu en el punt d'abscissa X =—2i que talla I'eix OX quan x=1.
c) Per als valors obtinguts als altres apartats, calculeu els intervals on la funcié creix i
decreix, els seus extrems relatius i feu una representacié grafica aproximada.

Solucié

43) PAU 2006 Serie 3 Questio 1:

X% +1

Considereu la funcié definida per f (X) = . Calculeu quant val el pendent de la

X+1

recta tangent a la seva grafica pel punt d'abscissa X =0. Trobeu si hi ha altres punts
en els quals el pendent de la tangent sigui igual al que s'ha obtingut.

Solucié

44) PAU 2006 Série 3 Qiestio 2:
Considereu la funcié Y= f(X) definida per a Xe[0,5] que apareix dibuixada a la
figura adjunta.

y/\

5 y=f(x)

1

S

1 2 3 4 5 x

a) Quina és I'expressid de la seva funcidé derivada quan existeix2
3

b) Calculeu j f (x)dx. y=f(x)

0

Solucié
45) PAU 2006 Série 3 Problema 1:
2
Donada la funcié f (x)=e™"*.
a) Trobeu el seu domini i les possibles interseccions amb els eixos.
b) Trobeu els intervals on creix i decreix i els extrems relatius.
c) Trobeu les possibles asimptotes.
d) Feu la representacié grafica aproximada de la funcid.
Solucié
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44) PAU 2006 Série 4 Questio 1:
Sigui f :R =R la funcié definida per f (X) =¢ (ax+b), on aib sén nombres reals.

a) Calculeu els valors de a i b per tal que la funcid tingui un extrem relatiu en elpunt

(3.¢%).
b) Per als valors de a i b obtinguts, digueu quin tipus d'extrem té la funcidé en elpunt

esmentaft.
Solucid

47) PAU 2006 Série 4 Problema 1:
Considereu la pardbola d'equacié Y = X2 +2x-3.

a) Calculeu les equacions de les rectes tangents a la pardbola en els punts d’abscissa
x=-1i x=1.

b) Calculant el minim de la funcié Y = x> + 2% —3, trobeu el vertex de la pardbola.

c) Trobeu les interseccions de la pardbola amb els eixos i feu una representacié grafica
de la pardbola i de les tangents obtingudes al primer apartat.
d) Calculeu I'drea compresa entre la pardbola i les rectes tangents.

Solucié

48) PAU 2007 Série 1 Questid 1:
En quin punt la recta tangent a la funcié f (X) =X-€"és parallela al'eix d'abscisses?

Escriviu I'equacid de la recta tangent en aquest punt.
Solucié

49) PAU 2007 Série 1 Questio 3:
Busqueu els extrems relatius i els punts de tall amb els eixos, i feu una representacid

. ., 4 2 . ., R
aproximada de la corba d'equacié Y =X —X". A confinuacio, calculeu I'area del

recinte tancat per aquesta corba i I'eix d'abscisses.
Solucié

50) PAU 2007 Série 1 Problema 1:
. , . y—-2 z-1
Considereu larecta d’'equacid r: X = T = T .
a) Expresseu el quadrat de la distancia d'un punt qualsevol (x, vy, z) de la recta al
punt P = (1, 2, 5) com una funcié de la coordenada x.
b) Trobeu quin valor de x fa minima aquesta funcid, deduiu quin punt Q de la recta
és el més proper a P i calculeu la distancia del punt a la recta.
c) Escriviu I'equacid de la recta que passa per P i Qi comproveu que és perpendicular
ar.
Solucié
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51) PAU 2007 Seérie 2 Qiesti6 2:
2. La funcié derivada f'(X) de certa funcié continua f:R —>R és una funcié a

frossos formada per ook les semirectes del
dibuix. %

a) Digueu si f (X) és derivable en tots els punts de R i per que.
b) Estudieu el creixement i el decreixement de f (X)
c) Trobeusi f (X) té algun extrem relatiu i, si és aixi, per a quin valor de x i de quin tipus.

d) Sabent que f (0) =1, calculeu el valor de f (1)

Justifiqueu totes les respostes.
Solucié

52) PAU 2007 Serie 2 Questio 3:
Calculeu els valors del parametre a, a=0, que fan que les tangents a la corba

d’equacié Y =ax* +2ax® —ax+1512 en els punts d'inflexié siguin perpendiculars.
Solucié

53) PAU 2007 Série 2 Problema 1:
Un magatzem té forma de prisma recte de base quadrada i un volum de 768 m®. se
sap que la perdua de calor a través de les parets laterals val 100 unitats per mz,

mentre que a través del sostre és de 300 unitats per m?. La peérdua pel sol és molt
petita i es pot considerar nulda. Calculeu les dimensions del magatzem perquée la
pérdua de calor total sigui minima.

Solucié

54) PAU 2007 Série 3 Problema 2:
2

Donades les funcions f(X)=X2—aX—4i g(X):X?+b.

a) Calculeu ai bde manera que les grafiques de f (X) ide ¢ (X) siguin fangents en el

punt d'abscissa X =3, és a dir, que tinguin la mateixa recta tangent en aquest punt.
b) Trobeu I'equacid de la recta tangent esmentada en I'apartat anterior.
c) Pel valor de a obtingut en el primer apartat, calculeu el valor de I'drea de la regid

limitada per I'eix d'abscisses OX i la funcié f (X)

Solucid
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55) PAU 2008 Série 2 Problema 1:
Considereu una funcid tal que la seva representacid grafica a l'interval (=3, 3) és la
seglent:

a) Determineu les abscisses dels punts extrems (maxims i minims) relatius.
b) Estudieu el creixement i decreixement de la funcié a l'interval (-3, 3).
c) Feu un esbds de la grafica de la derivada d'aquesta funcid.

d) Sabent que la funci¢ és de la forma f (X) —ax* +bx? +c , trobeu de quina funcid es

fracta.
Solucid

56) PAU 2008 Serie 4 Questio 1:
Considereu la funcié f (X) —axX® +Xx+b (a, be R). Trobeu els valors de ai bque fan

que larecta Yy =2Xx+1 sigui tangent a la grafica de f quan x=1.
Solucié

57) PAU 2008 Série 4 Problema 1:

—X

Donades les funcions f (X) =

a) Comproveu que [9 X ] [f ]
b) Comproveu també que f ( ) ( ) ( )

f(x).
c) Comproveu que f(x+y) f( ) ( ) ( ) (X)
f(x)

= g(x)

dividint per €* el numerador i el denominador; amb un

. f(x
procediment similar (perd no igual), frobeu  lim Q

== g(x)

Solucié

58) PAU 2008 Série 5 Qiestio 1:
Trobeu els valors dels parametres ai bper tal que la funcié seglent sigui continua i
derivableen x=2.

f(x)= ax®>+2x+3 si x<2
X} +bx+5 si x>2

Solucid
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59) PAU 2008 Seérie 5 Qiestié 3:
Digueu per a quin valor de xla recta tangent a la corba y = In(x2 +1) és paralela ala

recta y = x. Escriviu I'’equacié d'aquesta tangent.
Solucié

60) PAU 2008 Série 5 Problema 2:
De tofts els triangles rectangles d'hipotenusa 10 cm, trobeu la longitud dels catets del
friangle que té el perimetre maxim. Comproveu que la solucid trobada correspongui
realment al perimetre maxim.

Solucié

61) PAU 2009 Serie 1 Questid 3:

sigui f (X)=2X3 —X*+3x+1. Donades les rectes 1y =X+2 i1, y=TXx-2:

a) Expliqueu, raonadament, si alguna de les dues rectes pot ser tangent a la corba
y="f (X) en algun punt.

b) En cas que alguna d’elles ho sigui, frobeu el punt de tangéncia.
Solucié

62) PAU 2009 Série 1 Problema 1:

Considereu la funcié real de variable real f (X) = 1
a) Trobeu-ne el domini.
b) Calculeu I'equacié de les seves asimptotes, si en té.
c) Estudieu-ne els intervals de creixement i de decreixement, aixi com les abscisses
dels seus extrems relatius, si en té, i classifiqueu-los.
Solucié

63) PAU 2009 Série 3 Problema 1:

Siguila funcié f (x)= a+;+%.

a) Calculeu els valors de ai b, sabent que la recta 2x + 3y = 14 és tangent a la grdfica
de la funcio f (X) en el punt d'abscissa x = 3.

Per a la resta d'apartats, considereu que a = -3 i que b = 4,

b) Trobeu els intervals de creixement i de decreixement de la funcié f(X). Trobeu
iclassifiqueu els extrems relatius que té la funcio.

c) Calculeu els punts de tall de la funcid f (X) amb I'eix OX.

d) Trobeu I'drea del recinte limitat per la grafica de la funcié | (X) I'eix OX i les rectes

Xx=1ix=3.
Solucid
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64) PAU 2009 Série 4 Problema 1:

3+ X
La grafica de la funcid f (X) =——,desde Xx=1 finsa x=4, ésla segUent:
X

a) Calculeu I'equacid de les rectes tangents a aquesta funcid en els punts d’abscissa
x=1ix=3.
b) Dibuixeu el recinte limitat per la grafica de la funcid i les dues rectes tangents que
heu calculat.
c) Trobeu els vertexs d'aquest recinte.
d) Calculeu la superficie del recinte damunt dit.

Solucié

65) PAU 2010 Serie 1Qiesti6 3:

Un segment de longitud fixada m recolza sobre els eixos de coordenades. Calculeu el
valor de I'angle ¢ que forma el segment amb I'eix OX perqué el triangle rectangle
determinat pel segment amb els eixos i del qual m és la hipotenusa tingui drea
maxima. Comproveu que es tracta realment d’'un maxim.

oy

0

Solucid

66) PAU 2010 Série 4 Questid 3:
Sigui P(X) =ax’ +bx+c un polinomi qualsevol de segon grau.
a) Trobeu la relacié existent entre els pardmetres a, b i ¢ sabent que es compleix que
P(1) =0iP(2)=0.
b) Quan es compleix la condicié anterior, indiqueu quins valors pot tenir P'(3/2).
Solucié
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67) PAU 2010 Série 4 Qiestid 5:

En la figura segUent es representen dues funcions. L'una és la derivada de I'altra.
Decidiu si la funcio f (x) és la derivada de la funcié g(x) o és a l'inrevés, estudiant
que passa enels puntsx=a,x=bix=c.

Solucié
68) PAU 2011 Seérie 1 Questid é:

Sigui f (X) =xt.e™ quan a#0.

a) Calculeu el valor de a perque aquesta funcid tingui un extrem relatiu en el punt
d’abscissa x=2.
b) Quan a=2, classifiqgueu-ne els extrems relatius.

Solucié

69) PAU 2011 Série 2 Questid 3:

Donada la funcié f (x)=x3+ ax2+ bx+ c:

a) Determineu la relacid que han de complir els pardmetres a, b i ¢ perque f (x) tingui
un extrem relatiu en el punt d'abscissa x=-1.

b) Calculeu el valor del pardmetre a perque hi hagi un punt d'inflexié de la funcié

f (x) en el punt d'abscissa x=0.

c) Determineu la relacié entre els pardmetres a, b i ¢ sabent que la grafica de f (x)

talla I'eix OX en el punt d’'abscissa x=—2.

d) Calculeu el valor dels pardmetres a, b i ¢ perqué es compleixin les tres propietats
anteriors alhora.

Solucié
70) PAU 2011 Serie 4 QUestio 3:
La grafica corresponent a la derivada d'una funcid f(x) és la segUent:
[3 0 =2\
a) Expligueu raonadament quins valors de x corresponen a maxims o a minims
relatius de f(x).
b) Determineu els intervals de creixement i decreixement de la funcio f(x).
Solucié
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71) PAU 2011 Série 4 QUestio é6:
Dins d'un friangle rectangle, de catets 3 i 4 cm, hi ha un rectangle. Dos costats del
rectangle estan situats en els catets del triangle i un dels vértexs del rectangle és a la
hipotenusa del triangle.
a) Feu un esbds de la situacié descrita.
b) Si x és la longitud del costat del rectangle que estd situat en el catet petit iy ésl'altre
costat del rectangle, comproveu que es compleix que 4x+3y=12.
c) Determineu les dimensions del rectangle perque I'area sigui maxima.

Solucié

72) PAU 2012 Série 1 QUestid 4:

Un rectangle és inscrit en el triangle que té els costats en les rectes d’equacions y = x, X
+y =8,y =0,ité un costat sobre la recta y = 0. Trobeu-ne els vértexs perque la
superficie sigui maxima.

Solucié

73) PAU 2012 Seérie 3 Questid 2:
Donades larecta Y =3X+Db ila pardbola Y = X .

a) Calculeu I'abscissa del punt on la recta tangent a la pardbola és paraliela a la

recta donada.

b) Calculeu el valor del pardmetre b perqué la recta sigui tangent a la pardbola.
Solucié

74) PAU 2012 Série 3 Qiestid 5:

Un triangle equilater de vertexs A, B i C té els costats de 8 cm.
Situem un punt P sobre una de les altures del friangle, a una
distancia x de la base corresponent.

a) Calculeu I'altura del triangle de vertexs A, Bi C.

b) Indiqueu la distancia del punt P a cadascun dels vertexs (en
funcié de x).

c) Determineu el valor de x perquée la suma dels quadrats de les
distancies del punt a cadascun dels tres vértexs sigui minima.

Solucié

75) PAU 2012 Série 4 Questio 4:
Una fabrica produeix didriament X tones d'un producte A i (40—5X)/(10—X) tones

d'un producte B. La quantitat maxima de producte Ague es pot produir és 8 tones.
El preu de venda del producte Aés 100€ per tona i el del producte Bés 250€ per tona.
a) Construiu la funcié de la variable X que ens proporciona els ingressos diaris,
suposant que es ven tota la produccié.
b) Calculeu guantes tones de cada producte s'han de produir didriament per a
obtenir el maxim d'ingressos, i comproveu que és realment un maxim relatiu.

Solucié
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76) PAU 2012 Série 4 QUestio é:
Donades larecta Yy =ax+1 ila pardbola Y =3X— X2,
a) Calculeu els valors del pardmetre a perqué siguin fangents.

b) Calculeu els punts de tangéncia.
Solucié

77) PAU 2013 Serie 3 Questio 5: 7

[ R,
En una semiesfera de radi R inscrivim un con é
situant el vertex al centre de la semiesfera, tal i
com es veu en el dibuix.
a) Sabent que el volum d'un con ésigual a I'drea v

de la base multiplicada per I'altura i dividida per
3, comproveu que, en aquest cas, podem

expressar el volum com V = %h(RZ - hz).

b) Trobeu les dimensions d'aquest con (el radi de la base i I'altura) perqué el seu volum
sigui maxim i comproveu que es tracta realment d'un maxim.
Solucié

78) PAU 2013 Serie 3 QUestio é:
Sigui f (X) = x> +ax? +bx +c. Sabem que la grafica d'aquesta funcié és tangent a la

recta r:y=X+3en el punt d’abscissa Xx=-1, i que en el punt d’abscissa Xx=1 la

recta tangent és paraliela a larecta r. Calculeu el valor dels pardmetres a, bi c.
Solucié

79) PAU 2013 Série 4 QUestio 4:

Es vol construir un canal que tingui com a seccié un trapezi
isosceles de manera que I'ampldria superior del canal sigui el
doble de I'amplaria inferior i que els costats no paral lels siguin
8 metres. A la dreta teniu un esquema de la seccié del canal.
a) Trobeu el valor del segment L de la grafica en funcié de la
variable X (ampldria inferior del canal).

b) Sabem que I'drea d'un ftrapezi és igual a [|'altura
multiplicada per la semisuma de les bases. Comproveu que,
en aquest cas, I'area de la seccid és donada per

_ 3x4/256 — x*

A(x)
4
c) Calculeu el valor de X perqué I'drea de la seccid del canal sigui maxima (no cal
que comproveu que és realment un maxim)

Solucié
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80) PAU 2013 Seérie 4 Qiestio 6:

La funcié f(X) és derivable i passa per |'origen de
e Ly . . = f(x)
coordenades. La grafica de la funcié derivada és la ! '

que veieu aqui dibuixada, essent f'(X) creixent als ]\-
P
y I'x‘.__;

intervals (—OO, —3] [ [2,+00).
a) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grafica

dela funcio f (X) en el punt d'abscissa X=0.

b) Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcid f(X) i classifiqueu

aquests extrems.
Solucié

81) PAU 2013 Serie 5 Questié 4: (Incomplet)
Pera X221, considereu la funcié f (X) =4/x-1.

a)Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grdfica de f(X) en el punt d'abscissa

igual a 10.
Solucié

82) PAU 2013 Serie 5 Questio 6:
Un triangle rectangle situat en el primer quadrant té el
vértex A en l'origen de coordenades, el vértexs N

B= (X,O) en el semieix positiu d'abscisses i el vértexs C c
pertany alarecta X+ 2y =8. L'angle recte és el que

correspon al vertex B.

a) Comproveu que l'drea del triangle es pot m 5
2

expressar de la manera seguent: A(X) = 2X —Z

b) Trobeu els vértexs B i C perqué I'area del triangle sigui maxima i comproveu
que es tracta realment d'un maxim.
Solucié

83) PAU 2013 Série 1 Questio 6:

Volem construir una tenda en forma de pirdmide regular (\
de base quadrada. Disposem de 300m? de tela per a la /Il '
fabricacié de les quatre cares de la tenda (se suposa que '
en I'elaboracid de les cares no es perd gens de tela).
Designem x la longitud d'un costat de la base de la tenda.

a) Sabent que el volum d'una pirdmide és igual a un terc
del producte de I'area de la base per I'altura, comproveu
que, en aquest cas,

X (9x104)—x4
6

V(x)=
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b) Determineu el valor de X perque el volum sigui el més gran possible (no cal que
comproveu que el valor obtingut correspon realment a un maxim).
Solucié

84) PAU 2014 Seérie 3 Qiestié 3:

Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3 km d'una plafja recta, i just al davant
d'un punt §, situat a la platja arran de I'aigua; i vol anar a un punt A, situat també
arran de I'aigua i a 6 km del punt S, de manera que el triangle NSA és rectangle en el
vértex $. El nedador neda a una velocitat constant de 3 km/h i camina a una velocitat
constant de 5 km/h.

a) Si P és un punt entre el punt S i el punt A que estd a una distancia x de S, demostreu
qgue el temps, en hores, que necessita el nedador per a nedar del punt N al punt P i
caminar des del punt P fins al punt A és determinat per ['expressid

x*4+9 6-X
t(x)= 3 + e

b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt N
al punt A, passant per P. Quin és el valor d'aguest temps minim?
Solucié

85) PAU 2014 Serie 4 Questio 1:

X+3
Considereu la funcié f (X) =5
X —_

a) Calculeu les asimptotes verticals, horitzontals i obliques de la funcio f .

b) Trobeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcio f en aquells punts
enque la recta tangent sigui paratela a larecta Yy =-5x+4.
Solucié

86) PAU 2014 Serie 5 Questio 2:

Siguin les funcions f (X) _E 4+ b i g(X) =+3X+4.

a) Determineu el domini i el recorregut de la funcié g .

b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les funcions sén tangents
(és a dir, tenen la mateixa recta tangent) en el punt d’abscissa X =0.
Solucié

87) PAU 2014 Série 5 Qiestid 4:
Sabem que una funcié f té per derivada la funcié f'(x)=(3x— 2)2(X— 2).
a) Calculeu els valors de X en qué la funcié f té un maxim relatiu, un minim relativ o

un punt d'inflexid, i indiqueu en cada cas de qué es tracta.
b) Determineu la funcid f sabent que s’anulia en el punt d’abscissa X = 2.

Solucid
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88) PAU 2015 Serie 2 Questié 3:(Incomplet)
a)Determineu I'equacié de la recta tangent a la corba Y = x> en el punt d'abscissa

X=2.
Solucié
89) PAU 2015 Seérie 2 Qiestio 6:
La portalada d'una catedral estd formada, en la part superior, per
un arc de mitja circumferéncia que recolza sobre dues columnes, )
com ilustra la figura adjunta, en qué x és el diametre de la cir- x[2
cumferencia, és a dir, la distancia entre columnes, i y és I'alcdria =
de cada columna. —>
2 X
X
a) Comproveu que la funcio f (X, y) = ?+ XY determina I'drea y
d'aquesta portalada.
b) Si el perimetre de la portalada fa 20 m, determineu les mides x i
y de la portalada que en maximitzen I'drea.
Solucié

90) PAU 2015 Serie 4 QUestio 2:
Sigui la funcié f (x)=x° —4x* +4x.
a)Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt

d’abscissa X=1.

b) Calculeu les abscisses dels punts de la grafica en que hi ha un minim relatiu, un
maxim relativ o una inflexié.
Solucié

91) PAU 2015 Série 5 Questio 5:
Siguin X i y les mesures dels costats d'un rectangle inscrit en una circumferencia de

didmetre 2.

a) Comproveu que la superficie del rectangle, en funcié de X, és donada per
I'expressid S(X): 4x* —x" .

b) Calculeu els valors de les mesures X i y per als quals la superficie del rectangle és

maxima i calculeu el valor d'aguesta superficie mdaxima.
Solucié

92) PAU 2016 Série 3 Questio 3:

Sigui la funcié f (x)=x-e .

a) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt
d'abscissa X =1.

b) Determineu en quins intervals la funcié f és creixent i en quins intervals és

decreixent.
Solucié
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93) PAU 2016 Série 1 QUestid 3:

Volem fer un envds de gelat amb forma de prisma regular de base quadrada i amb
una capacitat de 80 cms3. Per a elaborar-ne la tapa i la superficie lateral, farem servir
un material determinat que costa 1 €/cm?, perd per a la base haurem d'utilitzar un
material que és un 50 % més car.

a) Si x és la mesura, en cm, del costat de la base, comproveu que la funcié que

320
determina el preu de I'envas és P(X)=2,5x* + —.
X

b) Calculeu les mides que ha de tenir I'envds perqué el preu sigui el minim possible.
Solucié

94) PAU 2016 Série 1 Qiestid 4: (Incompleta)

Sigui la funcio f (X) = sin(x).

a) Calculeu I'equacid de les rectes tangents a la funcié f en els punts d'abscissa X = 0i
X =7, respectivament. Trobeu les coordenades del punt en que es tallen les dues

rectes.
Solucid

95) PAU 2016 Série 3 QUestid 5:
Considereu el tetraedre que té per veértexs els punts A:(X,O,l), B:(O,X,l),

C=(30,0)i D=(0,x,0), amb 0<x<3.
a) Comproveu que el volum del tetraedre és donat per ['expressid
1
V(x)==(-x*+3x).
(x) =g (- +3x)
b) Determineu el valor de X que fa que el volum sigui maxim i calculeu aquest volum
maxim.
NOTA: Podeu calcular el volum del tetraedre de vértexs A, B, C i D amb I'expressid
1 .
g‘det(AB,AC,AD)‘ .

Solucié

96) PAU 2016 Série 5 Questio 3:
Responeu a les questions seguents:
a) Calculeu els maxims relatius, minims relatius i els punts d'inflexié de la funcié

f(x)=2x"-9x* +12x—4.
b) Expliqueu raonadament que si f (X) és una funcid amb la derivada primera
continua en l'interval [a, b] i satisfa que (a) >0i f (b) <0, aleshores hi ha, com a

minim, un punt de I'interval (a, b) en qué la recta tangent a la grafica de f(X) en

aqguest punt és horitzontal.
Solucié
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97) PAU 2017 Série 1 QUestid 3:
Sigui la funcié f(x)=

T en qué K és un parametre real diferent de 0. Per als
X —_

diferents valors del parametre K :

a) Calculeu el domini i les asimptotes de la funciod.

b) Calculeu els punts amb un maxim o un minim relatiu.

Solucié

98) PAU 2017 Série 1 QUestid é:
Considereu un con de 120 cm?3 de volum que té una altura h, un radi de la base x i una
aresta a, com el de la figura seguent:

360 1

—_— +
T

b) Calculeu I'altura del con que té I'aresta de longitud minima.

NOTA: Recordeu que el volum del con és un terc del volum del cilindre recte que té la
mateixa base i la mateixa altura que el con.

a) Comproveu que a° = h?

Solucié

99) PAU 2017 Serie 2 Qiestio 4:
De les funcions f (X) f (X) g (x) ig (x) en coneixem els valors segients:

f(x) | F'(x) x 19(x)]9'(x)
2 1 0 1
1] 0 | -6 1 | 3 | 3

a) De la funcié f(x) sabem també que el pendent de la recta tangent a un punt
d’abscissa X és 4x3 —9x? —2x +1. Trobeu f(x).
b) Calculeu (go f)'(1).

Solucié
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100) PAU 2017 Série 5 Qiestid 6:
El croquis de sota representa la paret d'unes golfes amb el sostre inclinat, en la qual es
vol construir un armari rectangular com el de la zona ombrejada.

3m

a) Expresseu I'area del rectangle en funcié de la longitud x del segment AB.
b) Determineu les dimensions del rectangle si volem que tingui una superficie maxima i
calculeu aguesta superficie maxima.

Solucié

101) PAU 2018 Serie 1 Qiestio 3:

Siguila funcié f (x)=x>—x*.

a) Trobeu I'equacid de la recta tangent a la grdfica i que és paraliela a la recta
d’equacié X+3y=0.

b) Calculeu, si n'hi ha, els punts de la grdfica en que la funcié presenta un maxim o

minim relatiu o un punt d'inflexié.
Solucié

102) PAU 2018 Série 1 Questid 5: (Incompleta)

Sigui la funcié f(X) =X +x-2.

a) Comproveu que la funcié f(x) compleix I'enunciat del teorema de Bolzano a
linterval [0, 2] i que, per tant, I'equacié f(x)=0 té alguna solucié a I'interval (0,2).
Comproveu que X=1 és una solucid de I'equacid f(X)=O i raoneu, tenint en

compte el signe de f'(x). que la solucié és Unica.
Solucié

103) PAU 2018 Serie 3 Questio 1:

Considereu la funcié polinomica f (x)= x® —ax® +bx+c.

a) Calculeu els valors dels pardmetres a, b i ¢, sabent que la funcié té un extrem
relativ en el punt d'abscissa X=1 i que la recta tangent a la grafica de la funcié en el
punt d’abscissa X =0 éslarecta Yy =X+3.

b) Per als valors a=2, b=1i c=3, calculeu les abscisses dels extrems relatius de la
funcid i classifiqueu-los.

Solucié
104) PAU 2018 Serie 5 Qiestio 3:
Siguila funcié f(x)=a-e™ ™, amb a=#0ib=0.
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a) Calculeu els valors de a i de b que fan que la funcid tingui un extrem relatiu en el
punt (Le).
b) Per al cas a=3 i b=5, calculeu I'asimptota horitzontal de la funcié f quan X

tendeix a +o© .
Solucié

105) PAU 2018 Série 5 Qiestio 4:
Sabem que una funcid f(x) estd definida per a tots els nombres reals i que és

derivable dues vegades. Sabem que té un punt d'inflexié en el punt d’abscissa X =2,
que I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcid f(x) en aquest punt és

y =-124x+249 ique f(-3)=—4.
a) Calculeu f"(2) f'(2)i f(2).

2
b) Calculeu I f '(X)dx.
-3
Solucié

106) PAU 2019 Serie 1 Questio 1:
Les pagines d'un llibre han de tenir cada una 600 cm?2 de superficie, amb uns marges
al voltant del text de 2 cm a la part inferior, 3 cm a la part superior i 2 cm a cada
costat. Calculeu les dimensions de la pdgina que permeten la superficie impresa més
gran possible.

Solucié

107) PAU 2019 Série 4 Qiestio 1:
Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una drea de 2 m2. Sabem
que el preu de la fusta és de 7,5 €/m per als costats horitzontals i de 12,5€/m per als
costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el rectangle perqué el cost
total del marc sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?e

Solucié

108) PAU 2019 Série 4 QUestio é6:
Sabem que una funcié f(x) és continua i derivable a tots els nombres reals, que té

com a segona derivada f (X) =6X i que larecta tangent en el punt d'abscissa X =1

és horitzontal.
a) Determineu I'abscissa dels punts d'inflexid de la funcid f i els infervals de
concavitat i convexitat. Justifiqueu que la funcié té un minim relativ en X =1.
b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d'abscissa X=1 és Yy =5, calculeu
I'expressiod de la funcié f .

Solucié
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109) PAU 2019 Série 5 Questio 4:
1

1+x%°

a) Calculeu I'equacidé de la recta tangent a la grafica en aquells punts en qué la recta
tangent és horitzontal.

b) Calculeu les coordenades del punt de la grafica de la funcié f (X) en qué el

Considereu la funcié f (X) =

pendent de la recta tangent és maxim.
Solucié

110) PAU 2019 Série 5 Questié 6: (Incomplet)
In(x)
.
a) Calculeu el domini de la funcié f, els punts de tall de la grafica de f amb els eixos

Considereu la funcid f (X) =

de coordenades, i els intervals de creixement i decreixement de f .

Solucié
111) PAU 2020 Serie 1 Questio 1: ¥
1 &
Tracem la recta tangent a la funcio f (X) = —2+1 per un punt
X
3.
P :(a, f (a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament
amb els eixos de coordenades formen un triangle. 24
a) Comproveu que |'area d'aquest triangle, en funcié de q, o
2
(a®+3)
ve donada per la funcié g(a)=-——-=. x
4a T 1
b) En quin punt P I'area del triangle és minima? Calculeu
aqguest valor minim. -1
Solucié
112) PAU 2020 Série 1 QUestio 4:
' y ax’ +b o .
Considereu la funcio f (X) = ,enque a i b sén dos parametres reals. Calculeu
X

els valors de a i b de manera que la funcié tingui una asimptota obliqua de pendent
1iun minim en el punt de la grafica d'abscissa x =2.
Solucié

INST|TUT C/ Pasqual i Batlle, 1-15 08790 Gelida Telefon: 93779 04 50 Pag. 27
GE',D/A e-mail: a8035246@xtec.cat https://agora.xtec.cat/iesgelida



I Generalitat de Catalunya
Departament d’Educacié
S institut Gelida Departament de Matematiques

113) PAU 2020 Série 3 Questid 2:
S’han trobat unes pintures rupestres en una cova situada en una

zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcialment la
cova format per 'arc de corba y=4-x* d'exirems (0,4) i
(2,0). La cova esta situada en el punt de coordenades (0,2).

tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un accés rectilini
d des del cami a la cova que sigui el més curt possible.

a) ldentifiqueu a la grafica de la figura les coordenades de la
cova i del punt del cami des d'on es vol habilitar I'accés.

Comproveu que la funcio f (X) =/x*=3x*+4 calcula la distancia des de cada punt

del cami a la cova.
b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i
digueu quina serd la longitud de I'accés d .

Solucié

114) PAU 2020 Serie 3 Questid 4: (Incomplet)

1
Sigui la funcié f (X) :—-In(x), en qué In indica el logaritme neperid, definida per a
X

Xx>0.

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f (X) en qué la recta tangent a

la corba en aquest punt és horitzontal. Estudieu si aguest punt és un extrem relatiu i
classifiqueu-lo.
Solucié

115) PAU 2020 Serie 3 Questio é: (Incomplet)
Una empresa de cerdmica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de

costat pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la
mateixa i que si es posen les rajoles I'una al costat de I'altra es vegi un dibuix continu
(figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho, I'empresa utilitza en cada rajola la funcid f(x)=x3—3x2+2x+1

enquadrada entre els punts de coordenades (O, O), (0,2), (2,0) i (2,2), tal com es

mostra en la figura 2, i fa servir com a unitat de mesura el decimetre.
a) Justifiqgueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de manera
continua i derivable.

Solucié
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116) PAU 2020 Série 4 Questié 3:
Sigui f (X) una funcié derivable la grafica de la qual passa pel punt (O, 1). La grafica

de la seva derivada, f (X) és la que es mostra en la figura.
[ |

. I

‘ N |

a) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f (X) en el punt de

la grafica d'abscissa X =0.

b) Trobeu les abscisses dels punts singulars de la funcié f (x) i classifiqueu-los.
Solucié

117) PAU 2020 Série 4 QUestio 5:
Una empresa estd treballant en el disseny d'unes cdpsules de café. L'empresa ha

construit la seccid transversal de les capsules inscrivint-la en una semicircumferéncia de
radi 1, tracant a continuacié una corda CD paral{ela al didmetre AB i incorporant el
punt E en el punt mitjd de I'arc CD. D'aquesta manera queda tracat el pentagon

ACEDB, tal com es mostra en la figura.

-

a) Expresseu en funcié de X i h I'drea del pentdgon ACEDB.
b) Quina ha de ser la distancia (indicada en la figura per h) a qué s'ha de situar la

corda CD de AB per tal que I'area del pentadgon ACEDB sigui maxima?2
Solucié
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SOLUCIONARI:
1) PAU 1999 Série 1 Problema 1:
16
Donada la funcié f(x)=x—4+ -
X —

a) Estudieu-ne la continuitat.

Evidentment I'Unic punt on podem tenir problemes de continuitat és quan el
denominador de la fraccié sigui zero. Es a dir, en el punt X, =4.

Estudiem per tant la continuitat de la funcié f (X) en el punt X, = 4.

D’entrada ja sabem que la funci¢ serd discontinua perque en aquest punt no existeix.
Es a dir, Af (4) A més:

. . 16 16 16 16

limf (x)=lim| x—4+— |=4-44+——=0+—=—=w¢gR—f té una
x—>4 x—>4 X—4 4-4 0 O

disconfinuitat de tipus salt infinit o asimptotica en el punt X, = 4

Podem calcular també, tot i que no cal, els limits laterals en aguest punt, aleshores
obtenim que: f(3.99)=-1600 — lim f (x)=—o0 i f(4.01)=1600— lim f (x) =+

X—>4" x—>4*

Per tant f continua en R—{4} i en el punt X, =4 presenta una discontinuitat de salt

infinit o asimptotica.

| b) Estudieu-ne els intervals de creixement i decreixement i els maxims i minims locals.

Evidentment hem de derivar la funcio.
0-(x-4)-16-1_, 16 _(x-4)'-16

F(X)=x—d+—2 5 f(x)=1+

X=4 (x=4)° (x=4)  (x-4)
_ xX*-8x+16-16 x*-8x x(x-8)
(x4 (x4 (x-4)
Calculem els punts on s’anulla la derivada:

Xx=0
X=8

Finalment fem la taula d'intervals de creixement i decreixement de la funcié tenint en
compte els punts on s'anul 1a la derivada i també els punts on aguesta no existeix.

x(x—8)

(x=4)

"(x) = X(x=8) _ - X(x-8)=0—
f(x)—0—>( 7 =0 x(x-8)=0 {

Notem que f'(x)= existird sempre menys quan s’anul i el denominador, per

tant, sempre excepte en el punt X, =4

Interval (—OO, 0) 0 (0, 4) 4 (4, 8) 8 (8, —I—OO)
Signe de
E '(X) + 0 — Zf - 0 +
Monotonia
el v NG AN e | S
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Aixi f creixent en (—OO,O)U(B, -|—oo) i f decreixent en (0, 4)U(4,8). En el punt x=0

té un maxim relativ i en el punt X =8 un minim relatiu.

c) Calculeu l'area limitada per la grafica de la funcid, I'eix OX i les rectes verticals X =0
i x=2.

Evidentment per calcular I'area cal integrar la funcid. El que ens estan demanant és el
resultat de la segUent integral:

_2[ f (x)dx :_z[(x—4+xl—_64jdx = j(x—4)dx+j[(xl—_64jdx :j(x—4)dx+16z(ﬁjdx =

0 0 0

:{§—4x}2+16[ln(x—4)]z (2—22—4-2}—(0—22—4-0]+16(In(2—4)—In(0—4)):

0

:(2—8)—0+16(|n(—2)—|n(—4)):Recordeu que el logaritme d'un nombre negatiu

no existeix, per tant, sembla que aquesta drea és impossible de calcular pero cal
recordar també que la resta de logaritmes és el

64161 (_—i) 6416l %) logaritme del quocient.

= —6+16( Ipf1f ~In(2)) = [-6-16In2)

Tornar a I'’enunciat

2) PAU 1999 Serie 2 Qiiestié 1:
La grafica d'una funcid és la que hi ha en el dibuix segUent. Quina és la grafica de la
seva funcid derivada? En quins punts és discontinua la derivada?

Y

(0,3)

(=)

1D (4,1)

X

("]-a 0)
Sabem que la derivada d'una funcidé en un punt és la pendent de la recta tangent a
la funcié en agquest punt.
« Del dibuix es dedueix que la funcié passa pels punts Az(—l, 0) i B =(0, 3), per tant,
en aquest interval € pendent 3.

Increment d'altura Ay 3-0 3
Recordem que Pendent = —— =—=————=—=3,
Increment d'x Ax 0-(-1) 1
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Andlogament en I'interval (0,1) la funcié passa del punt (0,3) al (l,l) i per tant la
Increment d'altura Ay 1-3 -2

Increment d'x ~ Ax 1-0 1
En la resta de domini la funcié f és constant, per tant, la seva derivada és 0. Resumint

seva pendent és: Pendent =

3 si xe(-1,0)
tenim que: f'(x)=¢-2 si xe(0,1) notant a més que f'(X) no existeix ni en el
0 si xe(L4)

punt X=0 ni en el punt X=1 perqué en aquests punts la funcid f presenta punts

angulars i per tant no és derivable.
Tornar a I’enunciat

3) PAU 1999 Serie 2 Problema 1:
1

8x — x?

Considereu la funcié f (X) =

a) Trobeu el domini de f (X) i les asimptotes.

f és una fraccié algébrica per tant el seu domini serd tot R excepte els punts on
x=0

s'anul i el denominador. 8x—x*=0— X(8—X) =0 _>{X _g Aixi D( f ) = R—{O, 8}

e Asimptotes verticals:

Apareixen en els punts X,/ lim f (x) =o0. Perd per a que el limit doni infinit s’ha de
X—>Xg

dividir per zero, per tant, estudiem:

X=O—>|imf(x)=|im( ! 2)= ! = 1 =1=oo—>x=0osimp’ro’roverﬁcol

x>0 x-0| 8X —X 8-0-0° 0-0 O

de la funcio f.

Andlogament:

x=8—>|imf(x):lim( ! Zj: ! == ! =l=oo—>x=8 asimptota
X8 x-8 | 8X — X 8-8-8" 64-64 0

vertical de la funcié f .

¢ Asimptotes horitzontals:

Xk rd
Iimf(x)=|im( L 2j=lim ST T U L TNV
X0 x—o| 8X — X x—o| X (%_1) X—0 %_1 0-1 -1

asimptota horitzontal de la funcié f

e Asimptotes obliqies:
Si f té asimptotes horitzontals aleshores no en pot tenir d’obligies.
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b) Determineu el signe de la funcié en el seu domini (determinar el signe de f (X) vol

dir establir per a quins valors de x es compleix f (X) >0 iperaquins f (X) <0).

Per saber en quins intervals la funcié f és positiva i en quins és negativa cal mirar quan

canvia de signe, és a dir, quan f (X) =0 i quan és discontinua.
1
8Xx—X

f(x)=0— ~=0—1=0— # per tant, la funcié no té& cap arrel.

Mirem dons, els punts de discontinuitat. Sabem per I'apartat a) que els punts de
discontinuitat de la funcié sén X =0 i X =8 per tant, per estudiar el signe de la funcid
plantegem els seguents intervals.

Intervall (—OO, 0) 0 (0, 8) 8 (8, +oo)
Signfe de B Zf N Zf B

Per tant f és positiva en I'interval (0,8) i f ésnegativaen (—OO, 0)U(8, +OO)

| c) Trobeu-ne els intervals de creixement i decreixement i els extrems relatius.

Derivem la funcid i estudiem el signe de la derivada.

f(x)= 8xix2 N f(x)=(8x—x2)_1 — f '(x)=—1-(8x—x2)_2 (8-2x)=

2X—8
2
(8x—-x2)
Per poder estudiar els intervals de monotonia de la funcid mirarem en quins punts
s'anulda la derivada i en quins aquesta derivada no existeix.
2X—8

2

e Punts que anullen la derivada: f '(X)=O—> =0—-5>2x-8=0—>x=4.

(8x—x2)

Els punts on la derivada no existeix seran aquells on s’anul1a el denominador. Es a dir,
x=0

les solucions de I'equacid (8X—X2)2 =058x—-x*=0—> X(S_X):O_){X _g’

Per tant, hem de considerar els seglents intervals:

(0,4) 4 (4,8) 8 (8,+0)

Interval (—OO, O)

Signe de

0
f'(X) — Zf - 0 + 0 +
A

SN A N [ A7

Per tant, f decreixent en (—OO,O)U(O,4) i creixent en (4,8)U(8,+OO) i en el punt

(4, f (4)) = (4,%) presenta un minim relatiu.
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| d) Feu un esquema de la grafica de la funcio.

2
Yy

L

20 -15 =10 -5 N H ~10 15 2C

-1.5

Tornar a I'’enunciat

4) PAU 1999 Série 5 Problema 1:
Trobeu l'altura i el radi de la base del cilindre de volum madxim inscrit en una esfera de
radi 1.

Recordem que el volum d'un cilindre és I'drea de la base x

I'altura. Com la base és un cercle tenim que: e
Volum cilindre = Area base x Altura = zr?-h -V = zhr?

Perd aquest volum depén de dues magnituds, el radi de la base,

I i 'altura del cilindre h. Ens queda expressar una d'aquestes

magnituds en funcidé de I'alira. Per fer-ho afegim al dibuix -
anterior unes pogues linies més. ~—
En la figura podem observar que el triangle ABC és rectangle,

que la distancia AC és el radi de I'esfera, és a dir, 1 i que I'altura NG
del nostre cilindre h, serd dos cops la distdncia CB.

Per simplificar els cdlculs anomenem a a la distancia CB.

Aplicant Pitagores tenim que:

—2 —2 —=2

AC =AB +BC —l=r’+a? »>r’=1-a*—2%>r=11-a’ | —
Perd L

- 2
NN O o
2 2
12 2 4-h* gz
Finalment: V = zhr® = zh| =+4-h* | =zh| = —h? == (4h-h°
inalment: V = zhr ﬂh(z 4 hj ﬂh(Z] (\/4 h ) = 4(4h h°)

Ara que ja tenim la funcid a optimitzar ens queda optimitzar-la. Per fer-ho calculem la
seva derivada i la igualem a zero.

Vv (h)=%(4h—h3)—>v '(h)=%(4—3h2)

V'(h)= O—>4(4 3n°)=0«4-3n"=0—->3n"=4—h’= 3—>h Ji=
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_V4_2 28
"B B 3

Comprovem que realment el que hem trobat és un mdaxim i no un minim.

V'(h) :%(4—3h2) —V"(h)=-6h >V (2—‘3/5) = —6-2—‘3/5 <0-> % és un maxim relatiu.

Aixi I'altura del cilindre de volum maxim és |h = % .

| el radi de la base d'aquest cilindre és:

SN 7 O PR P O PN 1 O X AN
2 2 2V 9 2V 9 2V9 |3

Tornar a I'’enunciat

5) PAU 1999 Série 6 Problema 1:

X* — X
x+1
a) Feu un estudi de les seves asimptotes.

Considereu la funcié y = f (x) =

e Asimptotes verticals:
Recordem que X=X, és asimptota vertical d'una funcié f (X) si lim f (x) =00 . Per

X%
tant, els punts X, candidats a asimptfota seran aquells que anulien el denominador.
Aixi X+1=0—>x=-1.
Ara estudiem lim (X) Si aquest limit dona infinit aleshores la recta x=-1 sera

x—-1
asimptota vertical de la funcid mentre que si el limit déna finit aleshores la funcid no
tindrd cap asimptota en aquest punt.

2 2
: .o xt=x (-1 =(-1) 1+1 2
lim f (x)=lim :( ) ): ==
x—>-1 x>-1 x+1 -1+1 0 O
Com en I'apartat €) em demanen dibuixar la grafica aleshores vaig a calcular els limits
laterals per I'esquerra i per la dreta perquée m'ajudaran a poder dibuixar-la.

X’ —x _(-1.01)° —(-1.02)

=00 — X =-1 és asimptota vertical

lim f(x)= lim =—203— lim f(x)=—

. o1 x+1  —1.01+1 XL

2 _ 2 _(_
lim f(x)= lim = —x _(£099) ~(£099) o7, i f(X)=+o0
x—-1" x—>-1" X+1 —-099+1 x—-1"

e Asimptotes horitzontals:

2 —_ —_
im 1 (x)= tim | 2] = tim [ XCD )iy (2242 m s £ (x) no 1
X—>+0 x>+ X411 X—+00 X(1+%) x—+o0| 141 1

asimptotes horitzontals.

e Asimptotes obliqies:

f
y =mx+n asimptota obliqua de f (X) on m= lim ﬂ in=Ilim ( f (x)—mx)

X+ X X—>+00
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o f(x) o ox-x o x*(1-%) o 1-1 1-0 1
|ImL:|Im2—:|Im 2( X):Ilm X = =-=1->m=1
x40 X x40 X% 4 X X—+0 X (1+%) X—>+00 1_{_% 1+0 1

n=lim (f(x)—mx)= lim (Xz _1X—mxj: lim (Xz_lx—xj: lim (XZ_X_X(X”)J:

X—>+00 X—>+00 X + X—>+00 X + X—>+0 X + 1
— — — X(=2 — —
— lim X x4 —x ~tim [ 222 fim | 2EA i [ 2 )= 2 o
X300 x+1 oo\ X41) oo X(141) | oe(141 ) 140
—>n=-2

Pertant: y=mXx+n=1x—2— y =X—-2 asimptota obliqua de la funcié f (X)

b) Calculeu els punts en qué aquesta funcid té extrem relativ i digueu per a quins
intervals del domini la funcid és creixent.

Per calcular els extrems relatius em d'igualar la derivada de la funcié a zero.

2_ 2x—1)(x+1)—(x*—x)-1 2 1 x2
f(x):x X f'(x):( )( )2( ) :2x +2X—X 1 X+ X
X+1 (X+1) (X+1)

X2 +2x-1
f'(x)=——""=
=) (x+1)°

2
X“+2x-1
f'(x)=0->2 2272
(x+1)
Per poder estudiar els intervals de monotonia de la funcié no tant sols hem de tenir en
compte els punts on s'anulda la derivada sind també els punts on la funcid és

discontinua. Per tant, a part dels punts —l+\/§ i —1—\/5 també hem de considerar el
punt X=-1

0> X*+2x-1=0 > x=-1+/2

Aixi considerarem els segUents intervals:

Interval (_Ooy_l_\/;) _l_\/; (_1_J;'_1) -1 (_l’_l+\/;) —1+\/; (—1+\/;,+00)
Signe de
f '(X) + 0 - A — 0 +
Monotoni
ade
f (X) /’ M \ /Zr \ m /’
Per tant, f creixent en (_oo,_l_\/g)u(_“\/iﬂroo) i decreixent  en

(—1—«/5, —1)U(—1, -1+ \/5) i la funcid tindra dos extrems relatius. Un maxim relativ en

el punt (—1—\/5, f (—1—\/5))i un minim relatiu en el punt (—1+ \/E, f (—1+ «/E))
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c) Feu un esbds de la grafica de la funcié a partir de les dades obtingudes en els
apartats anteriors.

()

y=x-2

-4

Tornar a I'’enunciat

6) PAU 2000 Serie 1 Qiestio 1:
Calculeu els valors de a tals que les tangents a la grafica de la funcid

f(X) =ax’ +2x* +3 en els punts d'abscisses X =1 i X =—1 siguin perpendiculars entre

Si.

Recordem que si una recta en R? té pendent m aleshores la seva perpendicular té
-1 . L

pendent — . (Es a dir, les pendents son inverses)
m

Aleshores si les rectes tangents en els punts X=1 ien X=-1 han de ser perpendiculars,
aleshores aquestes rectes han de fenir les seves pendents de manera que una sigui la
inversa de I'alfra.

Perd la pendent de la recta tangent a una funcid f (X) en un punt X, és la derivada

de la funcié en aquest punt, és a dir f '(XO).
, -1
Per tant, la condicié del problema es tradueix en que f (1) = m
f '(1):3a-12 +4-1=3a+4

f(x)=ax’+2x*+3— f'(x)=3ax’ +4x - ,
f'(-1)=3a-(-1)" +4-(-1)=3a-4

F'(l)=— T »3at4=

2 —>(3a+4)-(3a—4)=—1—>9a2 ~-16=-1->9°=15—

£'(-1) 3a-
15 15 +/15 .

sat="=_sa=+ ’_ Sla= Tornar a I'enunciat
9 9 3
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7) PAU 2000 Série 1 Problema 1:
Un terreny té forma de triangle rectangle, els catets mesuren AB = 60 m i AC = 45 m. En
aquest terreny es pot construir una casa de planta rectangular com indica la part
ombrejada de la figura seglent:

45 m

A 60 m B

Voleu vendre aquest terreny i us paguen 5.000 pessetes per cada metre quadrat no
edificable i 25.000 pessetes per cada metre quadrat edificable.

a) Determineu la relacié que hi ha entre 'amplada x i la profunditat y del rectangle
que determina la part edificable.

c
Els triangles BAC i BA'C' sén semblants, aleshores els seus W
costats sén proporcionals. Per tant, podem afirmar que: 45 X c!
CA_CA _ 45_ Y 3_ Y _ =
= g =mr Vi =ws > 3(60-x)=4y > J "
_ _ - _3
4y =180-3x [y =45-3x —

b) Determineu l'expressié que dona el valor del terreny en funcié de I'amplada x del
rectangle edificable.

« Els metres quadrats de terreny edificable seran: X-Y = X-(45—% X) =45x—3%°
oEls metres quadrats de terreny no edificable seran, I'area del triangle gran ABC menys

60'45—x-(45—%x)=1350—45x+%x2

I'area del rectangle, per tant:

e Finalment el valor del terreny serd:
V (x) = 25000(45x — 2 x* ) +5000(1350 - 45x + £ X* ) =

=1125000x —18750x* + 6750000 — 225000x + 3750x> —
-V (X) = —15000x* +900000x + 6750000

c) Quines sén les dimensions de la part edificable que ens permeten obtenir un valor
maxim per a aquest terreny?

V (x) =—15000x? +900000x + 6750000 —V *( X ) = —30000x + 900000
V'(x) = 0 — —30000x +900000 = 0 — 30000x = 900000 —> X = 220 — 30
y=45-3x—% 5y =45-2.30=45-22,5—>|y=22,5m|

Comprovem que realment es fracta d'un maxim mitjancant la segona derivada.
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V'(x) =-30000x +900000 —V "(x) =-30000 —V "(30) =—-30000 <0 — x =30 &s un

maxim relatiu.

d) Quin és aquest valor maxim?

V (30) =-15000- 307 +900000- 30+ 6750000 =| 20250000

Tornar a I'’enunciat

8) PAU 2000 Série 2 Qiestid 1:
a) Trobeu els exirems relatius de la funcid polindmica f(X)=X3—%X2—6X—3 [

calculeu els valors de f (X) en aquests punts. A partir d'aquestes dades, feu un dibuix

aproximat de la seva grdfica.

Per calcular els extrems evidentment hem de resoldre I'equacid f '(X) =0
f(x)=x-2x*-6x—3— f'(x)=3x"-3x—6
f'(x):0—>3x2—3x—6:0—>3(x2—x—2)=0—>x2—x—2:0—>{§i;
f(x)=x*-2x*~6x-3— f (-1)=-1-2+6-3=1 i f(2)=8-6-12-3=-13
Aixi la funcid passa per
CHE (2-13)

b) Demostreu que I'equacié X° —% x*> —6x—3=0 té&, exactament, tres solucions reals.

Les solucions de I'equacid XE—%X2—6X—3=O son les arrels de la funcié
w3 32
f(x)=x-2x*-6x-3.
Aquesta funcid és continua en tot R perque és una funcié polindmica.
o lim £ (x)= lim (X —£x*~6x—3) = lim x*(1- £ —£ - 2) = lim x* 1= lim x* = o
X X

X—>—0 X—>—0 X—>—0 X—>—0 X—>—0
1
f(-1)=%>0
Pel tfeorema de Bolzano aplicat a l'interval (—oo, —1) f t& almenys una arrel en aquest

interval. Perd en tot aquest interval la funcié és mondtona, per tant, aquesta arrel és
Unica.
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e Andlogament, en I'interval (—1, 2) la funcié és continua donat que ho és en tot R .

f(—l)=%>0 mentre que f(2)=—13<0. Pel teorema de Bolzano la funcié f té

almenys una arrel en aquest interval. Perd com la funci® en aquest interval és
mondtona donat que no existeix cap punt de discontinuitat ni cap maxim ni minim
relatiu aleshores aquesta arrel és Unica.

e Finalment, considerant I'interval (2,+OO) tenim que f és continua en tot I'interval.

Que f (2) =-13<0ique lim f (X) =400 aleshores pel teorema de Bolzano la funcid

X—>+0

f té& almenys una arrel en aquest interval.

Perd a I'igual que en els intervals anteriors podem assegurar que la funcid f és
monotona en l'interval (2,+OO) donat que és contfinua i no t¢ cap Maxim ni minim
relatiu per tant aquesta arrel també és Unica.

Aleshores podem afirmar que la funcié f (X) =x° —%XZ —6X—3 té un total de 3 arrels i

per tant I'equacié X -3 x*> —6X—3=01é un total de 3 solucions.
Tornar a I'enunciat

9) PAU 2000 Série 2 Problema 1:

El costat desigual d'un triangle isdsceles mesura 12 m, i l'altura sobre aquest costat és
de 5m.

a) Donat un punt arbitrari sobre aquesta altura, obtingueu una expressid de la suma de
les distancies d'aquest punt a cada un dels vertexs del triangle.

Un dibuix de la situacid seria el segUent:

Anomenem A, B i C als vertexs del
friangle i O al punt que considerem
sobre I'altura relativa al costat AB.
Suposem també que aqguest punt O es
troba a una distancia x del costat AB.

Aleshores la suma total de les distancies
d'aquest punt O a cadascun dels

vertexs serd D=d(O, A)+d(O, B)-I—d(O,C) pintada amb vermell en el segUent
dibuix.

Ara, aplicant Pitagores tenim que d (O, A)2 =x*+6"—>d(0,A)=x*+6
| la distancia total sera:
D=d(0,A)+d (O, B)+d(O,C):\/’x2 +62 +UxX2+62 +5-X —>

—|D(x)=2Vx*+36+5—-x on x&[0,5]
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b) Determineu els punts sobre l'altura que compleixen que la suma de les distancies als
tfres vertexs del triangle sigui maxima i els punts per als quals sigui minima.

1 2X
D(x)=2Vx*+36+5-x—>D'(x)=2-————— - 2x-1=—~=_ 1
() () 24/x? +36 X% +36
2X 2X
D'(x)=0 > ——— s =15 2X=X?+36 54X’ =X +36 >
() X2 +36 VX2 +36

—3x*=36—> x* =12 > x=%+12 perd en el nostre problema solament té sentit la
solucid positiva perque la negativa se’n sortiria del triangle.

-1=0—

Podem saber quin si el punt X =4/12 és un mdaxim o un minim mitjancant la segona
derivada obtenint que:

2 _9y._ 1 2 __2x?
2% —1—>D"(x)=2 X +36 —2X N 2x=2 X +36 N
2 136 (m)z x* + 36
2(x2+36)—2x2

Jx2+36 22X +72-2%° 72

D'(x)=

T X436 _(x2+36)-\/x2+36:\/(X2+36)3
D"(\/ﬁ)= 2 = 2 = 723 >O—>X=\/ﬁ €s un minim.

\/(( J1—2)2+36)3 J(12+36) 48

En agquest minim la funcid val:

D(Vi2)=2 (J1_2)2+36 +5- 12 = 212136 + 512 = 5+ 643 =15,39

e Com solament tenim un extrem relatiu (que €s un minim) el maxim de la nostra funcié
s'assolird en un dels dos extrems de I'interval on estd definida, és a dir, en x=0 o en

X =5. Avaluem la funcié en aquestos dos punts:

D(0)=2v36+5=17

D(X)=2Vx*+36+5-x —
) D(5)=261+0=15,62

tant, la funcié assoleix el seu maxim en el punt X =0 és a dir, quan agafem el punt O

com a el punt mitja del segment AB .
Tornar a I'enunciat
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10) PAU 2000 Serie 3 Questio 2:
Determineu els punts de la grafica de f (X) = X" +5Xon la recta tangent és paral lela

a la bisectriu del primer quadrant. Calculeu I'equacié d'aquestes rectes tangents.

La bisectriu del primer quadrant és larecta y = x que per tant té pendent 1. Les rectes
paralleles a aquesta bisectriu tindran la mateixa pendent. Per tant, el problema ens
demana els punts on la recta tangent a la grafica de la funcié f(X) té pendent 1.

Perd la pendent de la recta tangent en un punt és la derivada de la funcié en aquest
punt, per tant, hem de calcular els punts on la derivada val 1.

f(x)=x"+5x— f'(x)=4x’+5
F'(x)=1-54x%+5=1>4C =4 > x* =15 x=1>[x=-1

També ens demana calcular I'equacié de la recta tangent a la grdfica en aquest
punt:

Recordem que I'equacié de la recta tangent a la funcid f(X) en el punt X, és:

y=1(%)=1(%)(x=%)

En el nostre cas:

X, =—1— f (%)= f(-1)=(-1)"+5(-1)=1-5=—4
f'(x)=4x+5- f'(-1)=4(-1)’ +5=—4+5=1

y—f(-1)=f'(-1)(x—(-1)) > y—(-4) =1-(x+1) > y+4=x+1-> [y =x—3]

Tornar a I'’enunciat

11) PAU 2000 Série 3 Problema 1:
2

Considereu la funcié f (X) = , on aés un parametre.

X+a
a) Calculeu asabent que la recta Yy=X+2 és una asimptota obliqua d'aguesta
funcid.

Recordem que una asimptota obliqua és una recta de la forma y=mx+n on

m= Iimmi n=lim (f(x)-mx).

X—>+w0 X X—>+00

En el nostre cas, sil’asimptota éslarecta Yy =X+2 aleshores m=1in=2.

Per tant:
X2
. f(x . . X2 .
m= lim L—>1= lim X+& 1= |im > —1=1 Es a dir, aquest limit sempre
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X + aX

és 1 independentment del valor del pardmetre a, per tant, aquesta condicié no ens
aporta informacié sobre el valor de a. Mirem I'altra condicié:

2

n=lim (f (x)—mx)—2252= lim (f (x)-1-x) > 2= Iim( < —xj—>

X—>+00 X—>+00 x—>+o| X4+ @
2 2 2
) X" =X(X+a . X" —=X"—aX . —ax
—2=Ilim (#j—)2= lim (—j—)Zz lim (—j
X—>+00 X + a X—>+00 X + a X—>+00 X + a
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x—>+o| X4 a X—>+00 1+0

Pero lim (‘—ax} lim {%_a)}: Iim( - j:_—az—a—)—a=2—>

b) Prenent el valor de aobtingut en I'altre apartat, calculeu el domini, les interseccions
de la grafica amb els eixos, els intervals de creixement i decreixement i els extrems
relatius de la funcié f. Feu una grafica aproximada d'aquesta funcié a partir de les

dades que heu obtingut.

X2

X—2
«DOMINI: Recordem que el domini de les fraccions algebraiques és tot R excepte els
punts on dividim per zero. En el nostre cas: x—2=0—>x=2—|D(f)=R-{2}

e TALLS AMB ELS EIXOS:
e Talls amb I'eix x:

Si a=—2 aleshores f(X) =

2

Tall amb I'eix x > altura=0—»>y=0— f(x)=0— =0-5>x*=0->x=0—> La

X—2

funcié talla I'eix x en el punt (X, y) :(0, 0).

e Tall amb l'eix y:

Tall amb I'eix y—> X=0— La funcid talla I'eix y en el punt (0, f (0)) que és el mateix

que abans.
e EXTREMS RELATIUS | INTERVALS DE CREIXEMENT | DECREIXEMENT:
G U 2x(x=2)-x"1 2x* —4x—-x* X’ -4x

f(x):X_2_>f|(X) (X—2)2 (X—2)2 _(X—2)2
x=0

2
f'(x):0—>)(;4)(:O—>x2—4x:0—>x-(x—4):0—>{x_4

2

(x=2)

Recordem que per estudiar els intervals de monotonia de la funcié no solament hem

de considerar els punts on s'anul 1a la derivada sind també els punts de discontinuitat

de la funcid, per tant, als dos punts trobats ara: X=0 i x=4, cal afegir el punt X =2
on f ésdiscontinua. Aixi considerem els segUents intervals:

Interval (—OO, 0) 0 (0, 2) 2 (2, 4) 4 (4, +oo)

Signe de
f '(X) + 0 — — 0 +

A
i

TS N A N S

Per tant, f monotona creixent en (—OO,O)U(4,+OO) i monotona decreixent en
(0, 2)u(2,4). f presenta un maxim relativ en el punt (0, f (0)):(0,0) i un minim
relatiu en (4, f (4)) :(4,8).
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Tornar a I'’enunciat

12) PAU 2000 Serie 5 Questiod 2:

Considereu els rectangles del pla, els vertexs A, B, C i D dels quals compleixen les
condicions segUents: a)A és I'origen de coordenades; b)B és a sobre del semieix de les
y>0; C és a sobre del semieix de les X >0; d) és a sobre de la recta d'equacid

2X+ Yy =1, tal com es veu en la figura segUent:

¥

N

A ¢ N

D’entre tots aquests rectangles, trobeu I'area del que la té maxima.

El punt A és |'origen de coordenades, per tant A=(0, O)

El punt C es troba sobre I'eix X, per tant sera de la forma C = (X,O)‘

La base del rectangle és la distancia entre els punts Ai C, és a dir, la distancia entre els
punts (0,0) i (X,O) per tant X.

Com el punt D estd en la mateixa vertical que C aleshores aquests dos punts han de

tenir la mateixa coordenada X, és a dir, donat que C =(X,0) aleshores sabem que

D= (X, y) . Per tant, I'Gnic que ens queda per determinar és quan val y .

Perd el punt D esta a sobre de la recta 2X+ Y =1. Alllant la y tenim que: y=1-2X.
Per tant, el nostre rectangle té base X i altura y=1-2X i la seva darea serd

Area = Base x Altura=x-(1-2x)=-2x>+x

Per tant, la funcid a maximitzar és f (X) =-2x° + X.
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Perd en el context del nostre problema aquesta funcié no estd definida en tot R sind
solament quan la coordenada X és positiva i abans de que la recta 2X+Yy=1

intersequi amb I'eix X.
Calculem aqguest punt d'interseccio:

Eix OX {y:O
_>

—->2x=1->x=3
2x+y=1

Tall entre
{ZX +y=1

Per tant es tracta de maximitzar la funcié f (X) =-2x*+X on X¢& [O, %]
Per maximitzar-la igualem la derivada a zero.

f(x)=-2x"+x— f'(x)=—4x+1
f'(x)=0>—4x+1=0—>4x=1—->x=1

4

Per tant I'drea maxima s’assoleix quan la base del rectangle és X=%. Aleshores
y=1-2x=1-2%=1-2=1-1=2 iI'drea del rectangle és:

1

8

Area = Base x Altura=x-y =

NP
N |-
|

Tornar a I'’enunciat

13) PAU 2000 Serie 6 Questio 2:

X+1
Donada la funcid f(x)z—x, determineu I'equacié de la recta tangent a la seva
e

grafica en el punt on s'anul 1a la segona derivada.

Primer haurem de saber quin és aquest punt on s’anula la segona derivada.

(0= (=t e
e (ex) e e
. -l.e*—(—x)e" —e*4+xe* e*(x-1) x-1
_)f (X): ( (2 ) = 2X = (2x ): X
ex) e e e
-1

—>f“(x)=0—>e—X=O—>X—1=O—>x=1

Per tant el punt on s’anul la la segona derivada és el punt .

Recordem que I'equacidé de la recta tangent a la funcid f(X) en un punt X; és:

y=F(%)=1"(%)(x=%).

En el nostre cas onlaf(xo)zleillzg i f'(xo):f'(l)zg—llz_?l i per tant
I'equacié de la recta tangent serd:
' . 2 1

Y=1(%)=F(%)(x=%)>y-f(1)= ' Q)x-1)>y-o=—(x-1)-

2 1 x 2 1 x 3 X 1
SYy-——=-—= o y=—+--——y=—-=—5|y==(3-X)

e e ¢ e e e e e €

Tornar a I'enunciat
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14) PAU 2001 Série 2 Problema 2:

Considereu la funcié f (X)

x> — 2X
2x° +1
a) Determineu les seves asimptotes.

» Asimptotes verticals:
Les asimptotes verticals apareixen en els punts on la funcié déna infinit, és a dir, en els
punts on s'anul la el denominador perd no s'anul 1a el numerador.

2x2+1=0—>2x2=—1—>x2:_—1—>x:

2

\/%%Zf

Com el denominador no s'anul la mai no hi hauran asimptotes verticals.

» Asimptotes horitzontals:

. . [ x2=2x
lim f(x)=lim| ——
X—>+00 () X—>00 2X2+1]
Larecta y—l
2

» Asimptotes obligies:
Si una funcid té asimptotes horitzontals aleshores no té asimptotes obligies.

=lim M

és asimptota horitzontal de la funcid.

=lim

b) Calculeu els intervals on creix i on decreix, i els extrems relatius.

X% —2X
Fx)= 2x% +1

f'(x)=

(2x—2)~(2x2 +1)—(x2 —2x)-4x

(2x"Z +1)2

A 2X— A 24X +8X2  AX% 42X -2

f'(x)=0—

2x% +1)°
(2% +1)

(2x2 +1)2

4x* +2x -2

2x% +1)°
(2% +1)

=O—>4x2+2x—2=0*—2>2x2+x—1=0—>{

X=-1

_1
X_Z

Per estudiar el creixement i decreixement de la funcid fem la seglent taula on fiqguem
els punts on s'anulia la derivada i els punts on la funcié deixa de ser continua. En
aquest cas, la funcidé és sempre continua.

Interval | (—0, =1) 1 (—1 1 2 (%,+oo)
Signe de
f (x) 0 0 +
Monotonia
wi /M N om )
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Per tant, f és estrictament creixent en (—OO, —l)u(%,+oo) i estrictament decreixent
en (—1, %)
En el punt (—l, f (—l)):(—l,l) té& un maxim relatiu i en (%, f (%)) =(%,’71)’ré un minim

relatiu.

c) D'acord amb els resultats que heu obtingut, dibuixeu aproximadament la seva
grafica.

d) Fixant-vos en la grafica anterior, expliqueu quina seria la grafica de la funcid
g(x) =—f (X)+3 (feu-ne un esquemal). En quins punts t& maxims la funcié ¢ (X) 2

Quan fem la funcid g(x):—f (X) el que estem fent es de cada punt fem el seu

simeétric respecte de I'eix OX, és a dir, fariem la grafica simétrica de I'anterior respecte
de I'eix OX. Finalment al sumar 3 unitats el que fem és desplacar el grafic 3 unitats cap
amunt.

El segUent grafic és I'anterior on li hem afegit amb color lila la nova funcié ¢ (X) Es pot

comprovar que efectivament g resulta de girar f respecte de I'eixOX i després
desplacar-la 3 unitats cap amunt:

a2t — 2
T =5
1 Y 1
Tornar a I'’enunciat
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15) PAU 2001 Série 4 QUestio 3:

. e e si x<0 )
Considereu la funcié definida per f (X) = oxil s 0 on a és un nombre real.
X+1 sl x>

a) Calculeu lim f (X) i comproveu que f (X) és confinuaen x=0.
x—0

Com en el punt X =0 és precisament on coincideixen els dos trossos de la funcié per
calcular el limit hem de fer-ho per I'esquerra i per la dreta.
lim f(x)=lime™ =e**=¢"=1

x—0" x—0"

lim f (x)=lim(2x+1)=2-0+1=0+1=1

x—0" x—0"

Com lim f (X) =1=Iimf (X) aleshores podem dir que existeix lim f (X) ival 1.

x—0" x—0" x—0

Com que lim f (X) = lim f (X) =f (0) aleshores la funcié és continuaen X=0.

x—0" x—0"

b)Per a quin valor del paradmetre ala funcié f (X) és derivableen x=02¢

f(x)=

e si x<0 , e*-a si x<0 |ae* si x<0
_ - f'(x)= ) = )
2x+1 si x>0 2 si x>0 |2 si x>0

f derivable en X =0 siles derivades per l'esquerra i per la dreta coincideixen, és a dir,

siae??=2wae’=2wva-1=2lla=2

Tornar a I'’enunciat
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16) PAU 2001 Série 4 Problema 1:
1
La riba d'un tram de riv descriu la corba y = sz perax entre =3i3,ien el punt A= (0,

4) hi ha un poble, tal com es pot veure en I'esquema segUent:

4, A

D o oy o

I
|
|
|
I
|
|
1 L
-3 -2 -1 1 2
a) Expresseu la distancia des d'un punt qualsevol d'aquesta vora del riu fins al poble, en
funcio de l'abscissa x.

Els punts de la riba son de la forma P =(x,y) = (X,%Xz)

La distancia entre els punts P i A la podem calcular com el modul del vector que els
uneix.

AP = P—A:(x,%xz)—(0,4):(x,%x2 —4)

d(P,A):‘ﬁ‘ :‘(x,%xz —4)‘ :ﬁ\/x2 F(F-4) = [ ix —2¢ +16 =

= J%x“—xz +16

b) Quin és el punt de la vora d'aquest tfram de riu que és més lluny del poble?

f(X):\/m_)f'(X):l(lX‘l—X2+16>_71(lx3_2)(): %XS—ZX i
6 o \16 z Zm
X3 —8x
4 X3 —8x

2 ix —x2+16 8 fix‘—x?+16

x® —8x
x* —x*+16

f'(x)=0— =05 x*-8x=0>Xx-(x*-8)=0—>
B b9
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Interval (—oo,—2\/§) NP (—2\/5,0) 0 (0,2\/5) 22 (2\/§,+oo)
Signe de
f'(x) — 0 + 0 — 0 +
S N 0 S e N e 7

Per tant, hi ha dos minims relatius, X = —2\/5 i X= 2\/5 i un maxim relatiu en el punt

(0, 0) (Noteu que per simetria resultava obvi que els extrems relatius havien de ser
simétrics respecte de zero)

NOTA: El problema estd plantejat per a X e[—3,3] per tant la taula correcta no seria

I'anterior sind aquesta:

Interval (—3, 0) 0 (0,3)
Signe de
£'(x) + 0 -

7N\

| ¢) Hi ha algun punt de la vora del riu a una distancia del poble inferior a 22

Basant-nos en la taula anterior (la de 3 columnes) donat que la funcié és creixent en

I'interval (—3,0)i decreixent en (0,3), la distancia maxima s'assolira en el punt X =0 i

la minima en els punts X =—3i X=3.

Per simetria f (—3) =f (3) = %X“ —x?+16 = \/%-34 —3°+16 =347
Per tant la distancia minima és de 3,47 ino hi pot haver cap punt amb una distancia

inferior a 2.
Tornar a I'’enunciat
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17) PAU 2001 Série 5 QUestio 1:

3—-a
Per a cada valor del parametre a€ R, considereu la funcié f (X) = X+ —— (definida
X

per a tots els valors de x diferents de 0).
a) Determineu per a cada valor del pardmetre a, els extrems relatius que té la funcid

f(x).

3-a 0-x—-(3-a)-1 a-3
f = — 5 f(x)=1 =1
(x)=x+ . — f'(x)=1+ 2 + 2
f'(x)=0—>1+a_23=0—>a_23=—1—>a—3=—x2—>3—a=x2—>x=i\/3—a
X X

Podem notar que aquests punts solament tenen sentit si 3—a>0,ésadisia<3.
. 0-x*-(a-3)-2x (3-a)-2x _2(3-a)
2)2 - NG - 3

a-3

X2

(x
(35— 2(3-a) _ 2(3-a) _ 2
r(~3-a) (_\/ﬁf ~(3-a)(V3-a) —v3-a

- f'(x)=1+

— f"(x)=0

<0 —> —/3—a és un maxim

relativ.

" —-al= 2(3_a) = 2(3—&) = 2 >0 — +/3—2a &s un minim relativ
f(J?>_) (3—a)3 (3—a)(ﬂ) 3-a 0->V3-a ot

Per tant:
« Si @< 3 la funcié té dos extrems relatius, que sén X=—J3—a i Xx=+/3-a.

Com f"(—x/3—a)<0 i f“(«/3—a)>0 tenim que en X=—+3—2a hi ha un Maxim

relativien X=+/3—2a hi ha un minim relatiu.
« Si @=0 aleshores la funcié queda f(X)=Xque és la recta diagonal del primer i
tercer quadrant que evidentment no té cap maxim ni minim.

« Si @a>3 els que haurien de ser candidats a extrems relatius, que sén X =—J3-ai

X=43-2a no existeixen pergue no es poden calcular les arrels al sortir el radicand
negatiu. Per tant, en aquest cas la funcié no té extrems relatius.

En els segUents grafics he dibuixat la funcié pera a=1, a=0ia=4

' . .
a=1
s s
¢ a=10 j a=4
. B
) o o
L (N I B Y (R mow % % % %7 Jof T 7 & & @ 7
. 2 2
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b) Per a quins valors del parametre a la funcié f (X) és sempre creixent?

f (X) serd sempre creixent si '(X) és sempre positiva.

serd positiva per a qualsevol valor de X si el numerador a—3 és

Fr(x)=1+2

X2

positivo 0, ésadi,sia—3>0«

Tornar a I'’enunciat

18) PAU 2002 Série 1 Questio 2:
. y e X +x-6
Se sap que la derivada d'una funcid f(X)es: f (X):—l
X+
Calculeu les abscisses dels punts on la funcid f(X) té els seus extrems relatius,

especificant per a cada un dels valors que obtingueu si es tracta d'un maxim o d'un
minim relatiu.

X=-3
X=2

2 —_—
f'(x)=0—>x+—X6:0—>x2+x—6:O—>{
x+1

x+1=0->x=-1->D(f")=R-{-1}

(Noteu que en aquesta taula hem de ficar els punts on s’anul la la derivada i els que es
fa infinita, per tant hem d'incloure el punt X=-1.

Interval (—OO, —3) -3 (—3, —1) -1 (—1, 2) 2 (2, +oo)

Signe de
E (X) - 0 + A — 0 +

Monotonia
i) N | m | S AN S
Per tant, la funcid té dos extrems relatius en X=—-3i en X=2 i tots dos sén minims

relatius perqué en ambdéds casos f passa de decreixent a creixent.
Tornar a I'enunciat
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19) PAU 2002 Série 1 Problema 1:
Suposem que el Sol es troba a l'origen d'un sistema de coordenades i que un cometa

segueix una frajectoria donada per la pardbola Y =1- XZ, tal com es veu a la figura
seglent:

2

-
3 2 3 : 1 2 a
0 fe -
» 3 - l\‘
/ \'\
g D \
l, ‘ .',

-3 Tomeba A
£
-

6

a) Quin és el punt en que el cometa es troba més proper al Sol?2

El cometa es troba en la trajectoria Y =1—X2. Per tant, un punt qualsevol d'aquesta
frajectoria és P = (X, y) = (X,l— X2)
La distancia del cometa al Sol serd la distancia del punt P :(X,l—xz) a l'origen de

coordenades O = (0,0) )

La distancia entre dos punts és el modul del vector que els uneix.
OP=P-0=(x1-x")-(0,0)=(x1-x*)

d(O,P)=‘@‘ =‘(x,1—x2)‘ =¥ +(1—x2)2 =X +1-2x2 4 x* =|[VX = x* +1

Per trobar el minim de la distadncia podem minimitzar la funcié distdncia o el seu
quadrat. Es a dir, si volguéssim treure I'arrel a I'expressid anterior trobariem exactament
els mateixos maxims i minims relatius. (Evidentment canviaria la coordenada vy
d'aquests punts perd no la x)

1 4 4x3 - 2x
d(0,P)=x! =x*+1>d"(x) == (X"' = x* +1)7 - (4X° = 2X) = ———

=0—>4x3—2x=0—>2x-(2x2—1)=0—>

4x% —2x

2U0x* = x? +1

2Xx=0—>x=0

d'(x)=0—

2x2—1:0—>2x2:1—>x2:l—>x:\/I—>x:2
2 2 2

. . . , 2 W2
Per tant, tenim tres candidats a extrems relatius, que sén X = T , X=0ix=—
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S

Interval (—OO,%) 2 ("—\ZE,O) 0 (O,?) @ (7,+oo)

Signe de

£'(x) — 0 + 0 — 0 +
Monotonia
ef) N | m | S m N m | S
Aixi la funcid té dos minims relatius en els punts X = g i X= 2 on la distancia és

2

o(£)=0(£)= (4] () +1=ETHI- = JE - fE -
=y

Per tant la resposta és que hi ha dos punts que sén X = X_T on s'assoleix la

2

distancia minima al sol i aguesta distdncia és —.

b) Quant val en aquest cas la distancia del Sol al cometa?

N

2

c) Hi ha algun punt en que el cometa es trobi a la maxima distancia del Sol?

Al dibuix ja es veu que no hi ha cap punt de la pardbola on la distancia al Sol sigui
maxima perqué la pardbola és una corba infinita no tancada. Una manera de
justificar-ho analiticament seria

d(x)=vx*=x*+1—>limd(x)=limyx* - x* +1 =+ per tant, podem frobar punts
X—00

X—0

de la pardbola a una distancia tant gran com vulguem.

d) Hi ha algun punt en que la distancia entre el Sol i el cometa sigui un maxim local o
relatiu?

Si, el punt [[x=0

En el seglent grdfic s’ha representat la funcid d (X)i es pot comprovar que aquesta

funcid té dos minims relatius en les abscisses X = 2 i X= 7 gue té un maxim local

en el punt X=0 i que efectivament no t& un maxim absolut perqué la funcié té dos
branques a I'esquerra i a la dreta que tendeixen cap a més infinit.
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Tornar a I'’enunciat

20) PAU 2002 Série 2 Qiestié 2:
Sabent que la funcié y:(x+a)(x2—4), on aés un nombre real, t& un maxim i un

minim relatius, i que el maxim relatiu s'assoleix en el punt X = —5, tfrobeu l'abscissa del

minim relaftiu.

Els maxims i minims relatius s'assoleixen en els punts on s'anul la la derivada.

y=(x+a)(x* —4) > y'(x) =1:(X’ —4) +(x+a)- 2x > y'(X) = X* 4+ 2x* + 2ax -
— y'(x)=3x" +2ax—4

Si la funcid assoleix un maxim relatiu en X = _? en aqguest punt la seva derivada ha de
. . (-1 .
sernulla. Esadir, y 3 =0. Pero:

2
y' - =0—->—3 - +2a(_—1 —4:0—>§—§—4:0—>1—§—E:0—>
3 3 3 9 3 3 3 3

—>1—2a—12:0—>1—12=2a—>—11=2a—>a=_T11

=11
Per tant, una vegada sabem que a:TsubsTi’rUTm en I'expressid de la derivada i

tenim:
y'(x)=3x* +2ax—4iy'(x) =3x*-11x-4=0
oL
y'(x)=0-3x*-11x-4=0—>4" 3
Xx=4

Per tant, I'altre extrem relatiu el frobem en el punt d'abscissa || X = 4||.

Tornar a I'’enunciat
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21) PAU 2002 Série 3 Problema 1:
S'ha de construir un gran dipdsit cilindric de 8Lzm® de volum. La superficie lateral ha
de ser construida amb un material que costa 30 € el m? i les dues bases amb un

. 2
material que costa 45€ el m”.
a) Determineu la relacié que hi haurd entre el radi r de les bases circulars i I'altura h del
cilindre, i doneu el cost C(r) del material necessari per construir aquest diposit en funcio
der.

- T 2 ) . )
El volum del cilindre és I'area de la base zr” per I'altura. Si anomenem h a I'altura del
cilindre tenim:

A=817r — 7r’*h=81lr—=>r’*h=81—|lh=—

b) Quines dimensions (radi i altura) ha de tenir el diposit perque el cost del material
necessari per construir-lo sigui el minim possible?

Cost del cilindre:
C(r)=30-Superficie lateral + 45- Superficie bases =30- 2z -h+457r* - 2=

n-21

—607rh +9021? = 60T - x4 907r2 = 4860~ + 907+
r r

e (r)=486071 + 90ar2
r

Per minimitzar aquesta funcié hem de calcular la seva derivada i igualar-la a zero.

C(r)= 48607rl +907zr? > C '(r)=48607 - —_3' +1807zr = —486072'—12 +1807r
r r r
4860

r.2

C'(r)=0—> 48607~ +1807r =0 > 4860- = +180r =0 —>180r =
r r

r3:@—>r3:27—>r:\3/27 —>r=3
180
L'altura del cilindre sera: h = 8—3 = % = % =9
r

Per tant el cilindre ha de tenir un radi de 3 metres i una altura de 9 metres.

NOTA: Com el problema no ens demana comprovar que efectivament aquest punt
sigui un minim relatiu i no un Maxim no ho faré.

| c) Quin serd, en aquest cas, el cost del material?

C(r) = 48607 + 90212 - C(3) = 48607r%+907r-32 — 16207 +8107 =
r

=24307x =||7634,07€ Tornar a I'enunciat
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22) PAU 2003 Seérie 2 Qiestié 1:
Calculeu les equacions de les dues rectes del pla que passen pel punt P = (ZL —1) i que

sén tangents a la corba d’equacié y = (X—l)z.

Els punts de la corba y = (X —1)2 sén de la forma Q = (X,(X —1)2).

El pendent de la recta tangent a la corba y =(X—1)2 en cadascun d'aquests punts
Q= (x,(x —1)2) és y'(x)=2(x-1).

Si fem la recta r que passa per P =(l, —1) iper Q= (X,(X—l)z) tenim que el pendent

ﬂ_(X—l)z—(—l) X =2x+141  XP—2%+2
AX x-1 - x-1 x—1

d'aquesta recta sera: P =

Per a que I siguila tangent hem d'igualar les dues pendents:

2
2(x—1)=i"1+2—>2(x—1)2=x2—2x+2—>2(x2—2x+1):x2—2x+2—>
X_
2 2 2 x=0
S 2X —AX+2=X"-2X+2—>X —2x=0—>x~(x—2):0—>{x_2

Finalment, recordant que I'equacié de la recta tangent a la corba y(x) en el punt
d’abscissa x=a és Yy — y(a) = y'(a)(x—a) tindrem que:

Recta tangenten X=0:

y—y(0)=y'(0)(x-0) > y-1=-2(x-0) > y-1=-2x —>
Recta tangenten X =2:
y-y(2)=y'(2)(x-2) > y-1=2(x-2) > y—-1=2x—-4 > ||y =2x-3

Grafic amb tots els elements del problema:

Tornar a I'’enunciat
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23) PAU 2003 Série 2 Problema 1:

Volem unir el punt Msituat en un costat d'un carrer de 3 m d'amplada amb el punt
Nsituat a I'altre costat i 9 m més avall mitjancant dos cables rectes, un des de Mfins a
un punt Psituat a I'altre costat del carrer i un alire des de Pfins a Nseguint el mateix

costat del carrer, segons I'esquema seguent:
\¥i

4 m i

El cost de la installacié del cable MPés de 12 € per metre i del cable PN de 6 € per

meftre.

Quin punt Phaurem d'escollir de manera que la connexié de Mamb Nsigui tan

economica com sigui possible? Quin serd aquest cost minim?

Sigui O el punt de I'altra banda de carrer i a la mateixa alcada que M.
Sigui x la distancia entre O i P.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle MOP rectangle en O tindrem:

Wz:m2+@2—>d(M,P)2:32+x2—>d(M,P)=\/32+X2 =9+ X

El cost de la instal 1acié és:
Cost = CostMP + CostPN =12-d (M, P)+6d (P,N)=12v9+ x* + 6(9—x)

Per tant, la funcié que hem de minimitzar és:
C(x)=12V9+x* +6(9—x)
C(x)=12 9+x2+6(9—x)—>C'(x):12-%(9+x2)212x—6:12—x—6

NCESYS

12x 12x
C'(x)=0b——-6=0> ——
(x) V9 + X2 VO + X2

42 =9+ x> 53 =95 x =3 x=+3

= 612X =639+ X2 > 2x =9+ X2 —X

Ens quedarem solament amb la solucidé positiva, és a dir, amb X = \/§perqué la solucid
negativa no té sentit en el context del problema. No obstant, com que en el procés de
resolucié de I'equacié hem elevat al quadrat, una vegada resolta I'equacié hem de
comprovar si les solucions que hem trobat sén solucions de I'equacid original perqué all

elevar al quadrat podem introduir solucions.

Finalment, tot i que no ho demana el problema, caldria comprovar que efectivament

en el punt X = \/g la funcid cost assoleix un minim.

C(x)=12J9+¢ +6(9-x) > C(v/3)=12,9+ (V) +6(9-3)=
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=12\/9+3+6(9—\/§)=12\/1_2+54—6\/§=12-2J§+54—6J§=18J§+54=

=18(J§+3): 85,18€

Tornar a I'enunciat

24) PAU 2003 Seérie 3 Qiestid 2:
Calculeu el punt de la corba Y = 2+X—X2en que la tangent és paraliela a la recta

y=X.

La recta tangent a la corba serd paraliela a la recta y=x si tenen la mateixa
pendent.

Comlarecta y = x té pendent 1, la recta tangent a la corba serd paral lela a la recta
y = Xsi té pendentigual a 1.

Pero la pendent de la recta tangent a la corba en un punt coincideix amb la derivada
en aguest punt. Per tant, estem buscant els punts de la corba on la derivada és 1. Aixi:

y=2+x-x*>y'(x)=1-2x
y=1-51-2x=1-51-1=2x—>2Xx=0—->x=0
Calculem aleshores I'equacié de la recta tangent a la corba en el punt X = 0.

Aquesta recta és:
y—y(0)=y'(0)(x-0) > y-2=1(x-0) > y-2=X ||y =x+2

Grafic amb els elements del problema:

flz)=2+0—2?
1]
P2 1 0 1 3
Tornar a I'’enunciat
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25) PAU 2003 Série 3 Problema 1:

Un camp té forma de trapezi rectangle, de bases 240 m i 400 m, i el costat
perpendicular a les bases també de 400 m. Es vol partir tal com indica la figura per fer
dos camps rectangulars C1 i C2. Anomenem x i y els catefts d'un dels triangles
rectangles que es formen.

= 24 I

||'.' Y
r ..-I ._\"..
b
5
. y
(K} Y i)
[ \
] LY
y y
A o
N 4
) L i
.-:.L' r I
= T =
5
a) Comproveu que Yy = E X.
«—240 ——> «—240 ——> «—240 ——>

400 =X=

400

Dividint el trapezi amb un rectangle i un friangle tal i com mostra la figura es pot
observar que el rectangle tindrd 240 metres d'ample per 400 d'alt mentre que el
triangle tindra 400 — 240 =160 metres d'ample per 400 d'alt.

Per construccio el triangle anterior i el triangle de catets x iy seran semblants, per tant:
y 400 'y 5

e l=—> y=§x
X 160 X 2 2

b) Utilitzant la igualtat anterior, escriviu la suma de les drees dels dos camps en funcid
de x.

El camp C, fa 400—Xmetres d’ample per y metres d'alt, per tant la seva drea sera
5

A1=(400—x)-y=(400—x)3x

El camp C,fa 240 metres d'ample per 400 -y metres d'alt, per tant la seva drea

sera A, = 240(400—y) = 240(400 - g xj
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Per tant la suma de les dues drees serd:

A=A+A :(400—X)~gx+240(400—ng:1000x—gxz+96000—600X:

= —g x? + 400x + 96000

c) El camp C1 es vol sembrar amb blat de moro i el camp C2 amb blat. Amb el blat de

moro s'obté un benefici de 0,12 € per m? i amb el blat un benefici de 0,10 € per m?.
Determineu les mides de cada un dels camps per obtenir el benefici maxim.

La funcid benefici sera:

f(x)=0,12- A +0,10- A, =0,12(400 - x)-gx+0,10 - 240(4oo—ng -

—=120x —0,3%” + 9600 — 60x = -0, 3% + 60X + 9600 —> f () = ~0,3x* + 60 + 9600
Aqguesta funcid és una parabola invertida per tant, findrd un maxim.

f (X) =—0,3x” + 60X + 9600 — f '(x) = ~0,6x + 60

f'(X)=0—>—0,6X+60=O—>0,6X=60—>X=@—>X=10O

Per tant, una vegada sabem que el benefici maxim s'obté quan X=100 podem
assegurar que el camp C; tindra unes dimensions de 400—X per y és a dir de 300

per 2-100 = 250 mentre que el camp C, fara 240 per 400 -y és a dir, 240 per 150.

Es a dir, [|C, =300 x 250|| i ||C, = 240 x 150

Tornar a I'’enunciat

26) PAU 2003 Serie 5 Questio 1:
Determineu quin és el punt de la grafica de y:«/; (és a dir, de la forma (x,\/;)) que

és més a prop del punt P =(4, 0).

1
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Un punt qualsevol de la grafica és de la forma Q = (X,\/;).

La distancia entre aquest punt Q i el punt P és el modul del vector que els uneix.

PQ=Q-P=(xx)-(4,0)=(x-4,x]
d(P.Q)=[Pq| =|(x~4.Vx)| =\/(x—4)2 +(Vx) = —8x+16+x = X' ~7x+16

Per trobar el minim derivem i igualem a zero.

d(x) =X —7x+16 —d(x) :%(x2 —7x+16)7 (2x~T)=

2X—7

2Ux>—7x+16

d'(x)=0-> 27 =O—>2x—7=0—>2x=7—>x=£

2Ux% —7x+16

Per comprovar que X=Ees un minim i NO un maxim podriem estudiar el signe de

d '(X). Com el denominador és una arrel que sempre es positiva solament cal estudiar
. 7 .

el signe del numerador comprovant que en el punt X=§Io derivada passa de

7
negativa a positiva, per tant el punt X = E €s un minim.

Tornar a I'’enunciat

27) PAU 2003 Série 5 Problema 1:

a .
presenti un

a) Determineu el valor del pardmetre a que fa que la funcid f (X) =—
X

extrem relatiu en el punt d'abscissa X = 3.

Si f presenta un extrem relatiu en el punt X = 3aleshores f '(3) =0.

xS .y2 3 _ny3 2 Ayl 2
F() =258, i (42) 3¢ 0-80 -3¢ -2x° —3ax

X x® x° x®
— . 3— . 2
=%=0—>—2-33—3a-32=0—>27~(—2)—27a=0—>

—27(-2-a)=0>-2-a=0—|a=-2

f'(3)=0—

b) Per a aquest valor del pardmetre a, calculeu els intervals de creixement i
decreixement, i les asimptotes de la funcid.

X+a ,__ X—2
f(X)= 3 = ;f(x): 3
X X
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X—2 ' X —(x=2)-3x> x*-3+6x* 6x*-2x° 6-2x
f(X)= N — f (X)= NG = NG = NG = N
F1(x) =22 _0 5 6-2x=0>6=2x>x=3
X

Per estudiar els intervals de creixement i decreixement hem de estudiar els intervals que
generen els punts on s’anulla la derivada i els punts on no existeix, per tant també hem

d'incloure el punt X=0.

(03) | 3 | (3+x)

Interval (—OO, 0)

Signe de

0

f'(X) + Z + 0 —
w7 4 7« N\
Per tant f estrictament creixent en (-o0,0)\(0,3) i estrictament decreixent en

(3, +oo) .

En el punt (3, f (3)) té un maxim relatiu.

» Asimptotes verticals:

Busquem els punt a tals que lim f (x) =0 Donat que f(x)= , aixd passard en el

X—a X3

punt X =0. Per tant la recta || X = 0|| és asimptota vertical de la funcio.

» Asimptotes horitzontals:

X—>+w0 X—>+00 X

1_2 _
lim f(x)= lim (X_Szj: lim {XS - J _0=0_ 0 — ||y =0||asimptota horitzontal de
la funcié.
» Asimptotes obligies:

Si una funcid té asimptotes horitzontals aleshores no en té d'obliqUes.
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c) A partir de les dades que heu obtingut, feu una grdfica aproximada d'aquesta
funcio.

y=0 ,

Tornar a I'’enunciat

28) PAU 2004 Série 1 Problema 1:
Considereu la funcié f (X) =% +mx? +1, m>0 .(Incomplet)

b) Per am =1, indigueu el punt o els punts on la recta tangent a la grafica de la funcid
forma un angle de 45° amb el semieix positiu de OX.

m=1- f(x)=x"+x*+1

La recta tangent fard un angle de 45° amb el semieix positiu de OX si aquesta recta
tangent és parallela a la diagonal del primer quadrant y = x, és a dir, si t& pendent
iguala 1.

Com la pendent de la recta tangent coincideix amb la derivada de la funcié ens
estan demanant en quins punts la derivada val 1.

f(X)=x+x*+1- f'(x)=3x"+2x

f'(x)=1->3x"+2x=1->3x*+2x-1=0—>

Tornar a I'’enunciat

29) PAU 2004 Série 1 Problema 2:
Donats la funcié f (X) = «/;i el punt A(2, 0) situat sobre I'eix de les abscisses:

a) Trobeu la funcidé que expressa la distancia del punt A a un punt qualsevol de la
grafica de la funcid.

Un punt qualsevol de la grafica f(x)= Jx és de la forma P = (X,\/;).

La distancia entre aquest punt P iel punt A és el modul del vector que els uneix.

AP =P A=(x+x)-(2,0)=(x-2x]
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d(A,P):‘ﬁ‘:‘(x—Z,\&)‘:\/(x—2)2+(\/;)2 — X2 —Ax+d+x=X2—3x+4

Per trobar el minim derivem i igualem a zero.

1 = 2X—-3
d(X)=vxX2=3x+4 >d'(X)==(x*-3x+4)* (2x-3)= —————_
(x) (x) 2( ) ( ) 24/x2 —3x+4
2X—3 3

d'(x)=0> ————=0->2x-3=0>2x=3—>|x==

X —3x+4 2

Per comprovar que X:E €s un minim i No un Mmaxim podriem estudiar el signe de
d '(X). Com el denominador és una arrel que sempre es positiva solament cal estudiar

3
el signe del numerador comprovant que en el punt X=§ la derivada passa de

3
negativa a positiva, per tant el punt X = E €s un minim.

b) Trobeu les coordenades del punt de la grafica de f (X) més proper a A.

Aquestes coordenades seran P = (%, f (%)) = (§ \/g)

2 EHl

Tornar a I'’enunciat

30) PAU 2004 Serie 3 Qiiestio 1:
Considereu la funcié f (X) =x =32 +2x+2.

a) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de f (X) en el punt d'abscissa
X=3.

L'equacié de la recta tangent a la grafica d'una funcié f(X) en el punt d'abscissa
x=a és y—f (a) =f '(a)(x—a). En el nostre cas serdr: Y — f (3) =f '(3)(X—3)
f(X)=x"=3x"+2x+2 > f'(x)=3x" —6x+2
f(3)=33—3-32+2-3+2=27—27+6+2=8
f'(3):3-32—6-3+2:27—l8+2:11

y—f(3)=f'(3)(x—3) > y-8=11(x-3) > y—-8=11x—33 ||y =11x— 25
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b) Existeix alguna altra recta tangent a la grafica de | (X)que sigui parallela a la que

heu trobat? Raoneu la resposta i, en cas afirmatiu, trobeu-ne I'equacié.

Si hi ha un altra recta paraldela a I'anterior haurd de tenir la mateixa pendent, és a dir,
pendentigual a 11.

Com la pendent de la recta tangent en un punt coincideix amb la derivada en aquest
punt, ens estan demanant si hi ha algun altre punt on la derivada val 11. Per tant
plantegem I'equacio:

. 2 2 3 2 x=-1
f (x):11—>3x —6X+2=11>3x"-6x-9=0—=>x*"-2x-3=0—>

Xx=3

Evidentment hem tornat a trobar el punt anterior, és a dir, el punt X=3i podem

contestar que hi ha un altre, que és .

Com ens demanen trobar I'equacié d'aquesta recta, la calculem:
y—f(-1)=f'(-1)(x=(-1)) > y+4=11(x+1) > y+4=11x+11— ||y =11x+7

Tornar a I'’enunciat

31) PAU 2004 Série 3 Questio 3:

. L, a b6 , R
Considereu la funcié f (x)=1+—+— on aésun parametre.

X X
a) Calculeu el valor del pardmetre asabent que f (X)’ré un extrem relatiu en el punt

d’'abscissa x=3.

Si la funcié té un extrem en el punt X =3 aleshores la derivada de la funcié s’anul 1ard
en aquest punt:

a 6 , a 6-2x , a 12
f(X):1+;+?—)f(X):O—?— X4 —)f(X):—?—;
f'(3):09—%—2—5:092—3:—:%912-32:—a-33—> a=4

b) Aguest extrem relatiu, es tracta d'un maxim o d'un minim?2 Raoneu la resposta.

Per saber si es tracta d’'un maxim o un minim estudiem el signe de la derivada de la
funcié al voltant del punt X =3.

a b6 _ 4 4 12
f =1+—-—4+— a=—4 f =1-—+— f' =
(x)=1+ 2 + " —=5f(x) . + " — f'(x) N

== 512X =4x° 5 4x° 12X =0 —

X-3=0—->x=3

Finalment fem la taula segUent ficant els valors on s'anulda la derivada i els que no
existeix:

INST|TUT C/ PasqualiBatlle, 1-15 08790 Gelida Telefon: 93779 04 50 Pag. 68
GE',% e-mail: a8035246@xtec.cat https://agora.xtec.cat/iesgelida




I Generalitat de Catalunya
@ Departament d’Educacié

S institut Gelida Departament de Matematiques

Interval (—OO, 0) 0 (O’ 3) 3 (3' +°O)
Slgfrj(excje . Zf B 0 N

v /A N |

En el punt X =3 la funcié passa de decreixent a creixent per tant es tracta d'un minim
relativ.

Tornar a I'’enunciat

32) PAU 2004 Série 4 Questio 3:

El consum d'un cotxe depén de la seva velocitat v (expressada en km/h) segons la
0,012v

funcio f (V) = (en litres/km). Quina és la velocitat més econdmica?
3e0,012v 3e0,012 . 0 012\/ _ 3e0,012 . 1
f(v)= — f'(v)= !
()=E—> () =
0,012 _ 2n0,012
fi(v)=0 0 0OIZVE3ETTL g 0o g 010y 36002120
Vv
—3e%2(0,012v -1) = 0—"22 50,012v~-1=0—-0,012v =15 v = ﬁ -

Per saber que en el punt Vv=_83,3 ens tfrobem en un minim hem d’estudiar el signe de

la derivada al voltant d'aquest punt (o avaluar la segona derivada en el punt). Com

f '(V) <0al'esquerra de 83,3 mentre que f '(V) >0 el punt és un minim relatiu.
Tornar a I'enunciat

33) PAU 2004 Serie 4 Qiiestié 4:
Considereu la funcio f(x) de la figura definida a l'interval [0, 2].
e
|
|
|
1“ __________ | |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
0 1 2
a) Calculeu la funci¢ derivada f’'(x) a I'interval (0, 2).
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La derivada d'una funcié coincideix amb la pendent de la recta tangent. Com f (X)

estd formada per 2 segments (polinomi de 1r grau) la seva derivada serd una constant
gue coincidird amb la pendent del segment, per tant:

En I'interval (O,l) f (X) = Ay = f (1)_ f (0) = 1-0 :}:
AX 1-0 1-0 1
Ay _f(2)-f(1) _15-1_05
Ax 2-1 2-1 1
En el punt X=1 la funcié no és derivable perqué té un pic.

' 1 sixe(01)
Per tant, f(X)={ siXe(12)

En I'interval (1,2) f (X) = =0,5

NI

b) Hi ha algun punt de (0, 2) en el qualf '(x) no existeixi?

Si, en el punt X =1 la funcié no és derivable perqué té un “pic".

2
c) Calculeu I f(x)dx.
0
Raoneu totes les respostes.

Com la funci¢ és sempre positiva en l'interval [0,2], aqguesta integral coincidird amb

I'drea entre la funcid, I'eix OX i les rectes X=0 i X=2, mirant el grafic que
acompanya e problema podem dir que aquesta drea és I'area d'un triangle de base
1 ialtura 1 més I'area d'un quadrat de costat 1 més I'drea d'un triangle de base 1 i
altura 1/2 . Per tant:

2
: 1.1
_[ f (x)dx=1—l+1.1+_2=1+1+l= !
0 2 2 2 4 |4
NOTA: També podriem trobar I'expressié analitica de f iintegrar-la.

En l'interval [0,1] f és la recta y=x mentre que en I'interval [1,2] podem calcular

I'expressid de f com la recta que passa pels punts A=(IL1) i B=(2, 1,5) o també

com la recta de ordenada en I'origen 2 i pendent 1/2 . Es a dir:
X si xe[0,1]

f(x)= i per tant:
() XTH sixe(1,2]

_z[f(x)dx if dx+j x)dx jxdx+jx+1 :BT{X_ZJT:

Frol e fror i

Tornar a I'’enunciat
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34) PAU 2004 Série 5 Questio 2:
La grafica segUent correspon a una funcié | 2[2 ,6] — R derivable i amb derivada

continua. Feu un esbés de la grafica de f '2(2 , 6) — Rijustifiqueu-ne el perqué.

s

La funcié té& un maxim relativ en X =3 i un minim relatiu en X =5, per tant, en aquests
punts la derivada valdrd zero. També podem observar que la funcid és estrictament

creixent en (2,3) ien (5,6) mentre que és estrictament decreixent en (3,5) per tant,
la funcié derivada serd positiva en (2,3)U(5,6)i negativa en (3,5). Amb aquestes
dades es pot fer un dibuix aproximat com el seguent:

5

4

3
2
|
u

o 7 H v 5 7 8 5
=

Tornar a I'’enunciat
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35) PAU 2004 Série 5 Problema 1:
Considereu la funcié polindmica de tercer grau, f (X) =ax’ +bx* +cx+d, (a # 0).

a) Trobeu els valors de a, b, ci dper als quals f(x) talla I'eix OXen els punts x =0i x = 1 i
presenta un minim relatiu en el punt x = 0.

Si f talla I'eix OX en els punts X=0 i X=1aleshores tenim que f(0)=0 i que
f(1)=0
f(0)= 0—>a03+b02+00+d 0>d=0
(1) 0—-sal’+bhl*+cl+d=0—>a+b+c=0

té& un minim relativ en el punt X = 0en aguest punt la derivada serd nulla. Per

i f

ant:

( )=ax’ +bx* +ox+d—=" f (x) =ax’ + bx* + cx — '(x) =3ax’ + 2bx + ¢
f'(x)=0—3a0’+2b-0+c=0—>c=0
Per tant tenim que =0, d =0 ique a+b=0é&s adir, b=-a. Aixi la funcié sera:
f(x)=ax’—ax’

f(x)=ax’-ax’ - f'(x)=3ax* —2ax— f "(x)=6ax - 2a
Si f t& un minim relatiu en X =0 aleshores f "(0) >0, per tant:

6a-0-2a>0—>-2a>0—->a<0

b) Feu un esbds de la grafica de la funcid que heu trobat, i acabeu de calcular els
elements necessaris per dibuixar-la.

Tornar a I'’enunciat
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36) PAU 2005 Série 1 Questio 6:

La recta tangent a la pardbola Y =3— x> en un punt M situat dins del primer quadrant
(X >0, y> 0), talla I'eix OX en el punt Ail'eix OY en el punt B.

a) Feu un grafic dels elements del problema.

b)lTrobeu les coordenades del punt M que fan que el triangle OAB tingui I'area
minima.

La recta tangent en I'abscissa x =a és Y — f (a) =f '(a)(x—a)

f(a)=3-a’

f'(a)=-2a
y-f(a)=f'(a)(x-a)>y—(3-a’)=-2a(x—a) > y-3+a’ =-2ax+2a’ >

En el nostre cas f (X)=3—X2 — f (X) =—2X —){

—y=-2ax+a’+3

Per tant, 'equacié de la recta tangent en un punt x =a és: Y =—-2ax+ a’+3
El punt A és el tall de la recta anterior amb I'eix OX:

2 2
y=-2ax+a’+3—25 2ax+a’+3=0—>2ax=a’+3 > x= a2+3—>A=(a +3’O]
a

Elpunt B és el tall de larecta Y =—2ax+a’ + 3amb I'eix OY:
y=-2ax+a’+3—=">y=a’+3—>B=(0,a"+3)

2
a+3
Per tant, el triangle format per I'origen de coordenades i els punts A'i B € base i
a2 +3 ( )
2 2
—la"+3 2
base x altura a”+3
altura a® +3. Pertant, A, = --2a = ( )
2 2 4a
Per trobar el minim d'aquesta funcié cal derivar-la i igualar-la a zero.
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_(a2+3)2 . _2(a2+3)~2a-4a—(a2+3)2-4_
f (a)—T—) f (a = (4a)2 =
(a?+3)(16a% ~4(a’+3)) (a®+3)(122 -12)
B 16a’ B 16a’

2 2
f'(a)=0— (@ +3)(122a 2) =0—(a’+3)(12a*-12)=0—>12a" -12=0—
16a

—12a’=12 sa’=1sa=1—>a=+1—=25sa=1
M=(Lf(1)=(13-1*)>|IM =(1,2)

Es podria comprovar que M és un minim o bé estudiant el signe de la primera derivada

al voltant de @=1 o demostrant que la segona derivada en 1 és positiva.
Tornar a I'enunciat

37) PAU 2005 Série 1 Problema 2:(Incomplet)
Considereu la funcié f (X) =4x—x°.
a) Calculeu I'equacié de les rectes tangents a la grafica de f en els punts d’abscisses

x=0ix=4.
b) Feu un grafic dels elements del problema.

Sabem que I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f (X) en el punt

x=a és: y—f(a)=f'(a)(x—a)

En el nostre cas:
f'(O):4—2-0:4—0:4

f'(4)=4—2-4=4—8=—4
Per tant en el punt X =0 la recta tangent és:

y-f(0)=f'(0)(x-0)—>y-0= o
=4(x—-0)—> ||y =4x

f(x)=4x-x*—>f '(x)=4—2x—>{

y=—4r+16
len el punt X =4 larecta tangent és:

y—f(4)="f'(4)(x-4)>y-0=

—4(x—4)—>|ly=—-4x+16 2

| b) Feu un grafic dels elements del problema. :

flz) =4z — 2°

Tornar a I'’enunciat
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38) PAU 2005 Série 3 Questio 5:
Considereu la funcio f (X) =3-x* i un punt de la seva grafica, M, situat en el primer

quadrant (X >0, y> 0). Si pel punt M tracem paral-eles als eixos de coordenades, la

seva interseccid amb OX i OY determina dos punts, A i B, respectivament.
a) Feu un grafic dels elements del problema.

7 -1 0 1 \2 3 4 B

b) Trobeu les coordenades del punt M que fa que el rectangle OAMB tingui I'area
maxima.

El punt M té la forma M =(X, f (X)) —->M =(X,3—X2)

Per tant, el punt Aserd: A:(X,O) i B =(0,3—X2)

Aixi I'area del rectangle OAMB serd: A= Base x Altura = x - (3— X2)
Maximitzem per tant la funcid A(X) =X- (3 - X2) =3x-x°

A(x)=3x—x* - A'(x)=3-3x*

A'(X)=0-53-3x*=0-3=3 >x*=1>x=v1>x=41—"25x=1
Ara es fracta de saber si en el punt X =1 s'assoleix realment un maxim.

A'(X) =3-3"—> A"(X) =—6X—> A"(l) =—6<0—Xx=1 é&s un maxim relativ.

Tornar a I'’enunciat

39) PAU 2005 Serie 4 Questio 3:
Trobeu els maxims i minims relatius de la funcié f (X) =6x° —15x* +10x°3

f (x)=6x"-15x" +10x> — f '(x)=30x" - 60x° + 30X

f'(x) =0 30x* —60x° +30x* =0 — 30x* (X’ —2x+1) =0 — 30X’ (x—1)" =0 —
30x*=0—->x=0

- 2
(x-1)"=0—->x-1=0->x=1
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Interval (—OO, 0) 0 (0,1) 1 (1, +oo)
Signe de
f '(X) + 0 + 0 +

e ;7

Per tant la funcid és sempre creixent i en els

punts candidats a mdaxims i minims el que ens b
tfrobem en realitat son punts d'inflexio. Per

tant la funcié no té maxims ni minims relatius. : d
En el segUent grafic hem representat la
funcio: f(x) = 62° — 152" + 1027

05

Podem observar com en els punts

A=(0,f(0) i B=(1, f()lafuncié no té 5 TS (- ; 7 :
cap maxim ni minim relatiu sind punts
d'inflexié.

Tornar a I'’enunciat

40) PAU 2005 Seérie 4 Questio 4:
Sigui la parabola Y = 2X* + X +1 i sigui Ael punt de la pardbola d'abscissa 0.
a) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la pardbola en el punt A.

L'equacié de la recta tangenten X=0 és y—f (0) =f '(0)(X—0)
f(0)=1

f(x)=2x"+x+1—> f '(x):4x+1—>{f (0)=1

y—f(0)=1'(0)(x-0)>y-1=1(x-0) > y-1l=x—|y=x+1

b) En quin punt de la pardbola la recta tangent és perpendicular a la recta que heu
frobat en I'apartat anteriore

La recta anterior té pendent igual a 1. Per a que un altra recta sigui perpendicular a
I'anterior haurd de tenir pendent igual a -1. Per tant hem de calcular en quin punt de
la grafica la derivada val -1.

f'(x):—1—>4x+1=—1—>4x=—2—>x:_72—> x:_—1

Tornar a I'’enunciat
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41) PAU 2006 Série 1 Questi6 4:
X? —4x+1

Trobeu el domini i les asimptotes de la funcié definida per f (X) = 1
X —

x—1=0—->x=1-|D(f)=R-{1}

» Asimptotes verticals:
Apareixen en els punts X =a on la funcid té un limit infinit. Aixd solament pot passar si

dividim per zero, per tant I'Unic candidat és X=1.
2
. . X —4x+1
lim f (x) = lim (—J =400

x—1" x—1" X—-1
2
. . X°—4x+1
lim f (x)= |Im[—+j:—oo
x—1* X1 X—=1

Calculant un sol dels dos anteriors limits ja podem assegurar que la recta || X =1||és

asimptota vertical de la funciod.

» Asimptotes horitzontals:
Apareixen quan el limit en I'infinit de la funcié déna un nombre.

. C(xP—Ax+1) . (X -mgp1) (X 440) +oo—4
lim f(x): lim| ——— |=lim| 2—*—* |=lim = = 00
X -1 x_ 1 X—>+00 1-0 1

X—>+0 X—>+0 X—>+00 —_=
X X

Com I'anterior limit déna infinit aleshores la funcid no té asimptotes horitzontals.

» Asimptotes obligies:

. f(x
Les asimptotes obliqies Y=MX+N es calculem amb m=||mL i
X—>+00 X

n=lim (f(x)-mx).

X—>+00

x> —4x+1
- _ 2—4x+1 2 _4x+1
m=tim ) i [ XL | [ XL (X Ak D)
X400 Y X—>+00 X X—>+0 X(X—].) X—>+00 X5 —X
g
= lim| XX :1 0+0=}=1 m=1
X—>+00 X 1-0

n=lim (f(x)—mx)= lim (f(x)—-1x) = lim (f (x)-1x) = lim (w—x]:

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—-1
(X —4x+1-x(x-1) . (X —4x+1-X"+X . (-3x+1
= lim = lim = lim -3
X—>+00 X -1 X—>+0 X—-1 X—>+00 X—-1

Per tant la recta ||y = X —3|| és asimptota obliqua de la funcid.
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Tornar a I'enunciat

42) PAU 2006 Série 1 Problema 2:
Considereu la funcié f (X) =x*+ax® +bx® +cx+7.

a) Calculeu ¢ sabent que la seva recta tangent en el punt d'abscissa X =0 és
horitzontal.

Silarecta tangenten X = 0 és horitzontal, aleshores aquesta recta tangent té pendent
zero i per tant la derivada en el punt X = 0 ha de ser zero.

f(x)=x"+ax’ +bx* +cx+7 — f'(x) =4x° +3ax’ + 2bx + ¢

f'(0)=0—>4-0°+3a-0°+2b-0+c=0—|[c=0

b) Per al valor de ¢ trobat a I'apartat anterior, calculeu a i b sabent que aquesta
funcid té un extrem relatiu en el punt d'abscissa X =—2i que talla I'eix OX quan Xx=1.

f(x)=x"+ax’ +bx’ +cx+ 7T—= f (x) =x" +a +bx* +7
f t& un extrem relatiu en X =—-2 aleshores f '(—2) =0
f(x)=x"+ax’ +bx* +7 > f'(x)=4x> + 3ax’ + 2bx

f'(-2)=0—4(-2)’ +3a(-2)" +2b(-2)=0—>-32+12a—4b=0—

—12a—-4b=32—233a-hbh=8

f tallaI'eix OX quan X=1, aleshores:

f(1)=0->1"+a-+b-1’+7=0->1+a+b+7=0—>a+b=-8

3a-b=8 )
—4a=0—|a=0] i|b=-8|
a+b=-8
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c) Per als valors obtinguts als altres apartats, calculeu els intervals on la funcid creix i
decreix, els seus extrems relatius i feu una representacié grafica aproximada.

f(x)=x*+ax’ +bx* +ox+7— f(X)=x* —8X" +7— f'(x)=4x>-16x

f'(x):0—>4x3—16x:0—#‘—>x3—4x:0—>x(x2—4):O—>

x=0
_)
X2—4=0->x*=4->x=/4 > x=142

Interval (—OO, —2) -2 (—2, 0) 0 (O, 2) 2 (2, +oo)
Signe de
£'(x) - 0 +

Monoton

ia de M

0 NS N S
Per tant la funcid és estrictament decreixent en (—oo,—Z) U(O, 2) i estrictament creixent
en (—2,0)U(2,+00).
En (—2, f (—2))=(—2,—9) i (2, f (2))=(2,—9) té dos minims relatius mentre que en
(0, f (0)) = (0,7) té un maxim relatiu.

flz) =t — 8 +7
104
5
0
4 2 0 2 4
5
Tornar a I'enunciat
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43) PAU 2006 Série 3 Questio 1:
2

' . - X +1
Considereu la funcié definida per f(x)= 1
+

. Calculeu quant val el pendent de la

recta tangent a la seva grafica pel punt d'abscissa X =0. Trobeu si hi ha altres punts
en els quals el pendent de la tangent sigui igual al que s'ha obtingut.

X2 +1 , ZX(X+1)—(X2+1)'1 22 +2x—-x2 -1 x*+2x-1
f(X): — f (X): 2 - 2 = 2
(x+1) (x+1) (x+1)

X+1

El pendent de la recta tangenten X=0 és f '(0) per tant:

X? +2x-1 -1
frx)= X2 o=

Per trobar altres punts amb la mateixa pendent hem de veure si hi ha més punts on la
derivada val -1.

2

f'(x):—l—>x(+—21();1:—1—> NG +2x—1:—1(x+1)2 > X +2x-1=-x*-2x-1—
X +

2X=0—->x=0

—>2x2+4x=0—>2x(x+2):0—>
X+2=0—>x=-2

Per tant, a part del punt Xx=0 que ens donava I'enunciat on la derivada valia -1,

existeix també un altre punt amb la mateixa derivada. Aquest punt és

Tornar a I'’enunciat
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44) PAU 2006 Série 3 Questié 2:(Incomplet)
Considereu la funcié Y= f (X) definida per a XE[O,S] que apareix dibuixada a la
figura adjunta.

y/\

5 y=f(x)

1

S

1 2 3 4 5 X

a) Quina és I'expressié de la seva funcidé derivada quan existeix?

La derivada en un punt coincideix amb la pendent de la recta tangent en aquest
punt.

Si la funcié és una recta, aleshores la recta tangent en un punt és precisament la
funcié.

e Per tant en I'intervall [0,2]:

f
f'(x) = Pendent recta tan gent = A _ -
A

* En I'interval [2,4]:
f,(X):ﬂ:f(4)—f(2) 2-2
AX 4-2 4-2
* En I'interval [4,5]:
f,(x):ﬂ:f(s)—f@) 0-2 -2
AX 5-4 5-4 1

1si xe(0,2)
Aixi: || f'(x) =40 si xe(2,4)
—2si xe(4,5)

Noteu que en X=2 ien X =4 la funcié no és derivable.
Tornar a I'enunciat

45) PAU 2006 Série 3 Problema 1:
Donada la funcié f (X) =

a) Trobeu el seu domini i les possibles inferseccions amb els eixos.

* Domini:

El domini de la funcidé exponencial g(x) =e" &s tot R, per tant, el domini de la funcié
f (X) =& "% serar també tot R |

* Talls amb I'eix X:
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—x24+2x X

Talls amb l'eix X—>y=0— f(x):e =0. Perd la funcié exponencial g(x)=e

—x2+2x

mai pot ser zero, per tant, la nostra funcid f(x) =e tampoc podrd ser zero. Aixi

f (X) no talla I'eix X.
e Tallamb l'eix Y:
Tallamb I'eix Y > x =0 — f (0) = 2* =e"* =’ =1 (0,1).

| b) Trobeu els intervals on creix i decreix i els extrems relatius.

Per estudiar el creixement i decreixement de la funci® hem de freballar amb la
derivada.

f(x)= e XXy f '(x)= g 2 (—2x+2)

f'(x)=0—>e™ " (-2x+2)=0—>-2x+2=0—>2x=2 > x=1

Intervals (—oo,l) 1 (1, +oo)
Signe de f' + 0 —
Mono’rcfvnicu de / M \

En I'interval (—00,1) és creixent mentre que en l'interval (1, +oo) és decreixent.
En el punt X=1 s'anulla la derivada i la funcié passa de creixent a decreixent, per
tant, aqui té un maxim.

c) Trobeu les possibles asimptotes.

» Asimptotes verticals:
Les asimptotes verticals apareixen en els punts X=a on lim f (x) =00, és a dir, en els

X—a

punts on dividim per zero o en els que hi ha una singularitat. En el cas de la nostra
funcio f (X) =e
entot R.

2
— 2 . a < . N . s . . .
T qixd no es donard mai perqué la funcié exponencial és continua

» Asimptotes horitzontals:
Si lim f(x)=a o lim f(x)=a aleshores la recta y=a és una asimptota horitzontal

X—>—00 X—>+0

de la funcio f (X) Per tant, calculem aquests limits:

(#)-5-0-
o0

e

2 2(_
lim £ ()= lim e 2 = lim & = tim &) = fim e = lim

X—>+00 X—>+0 X—>+0 X—>+0 X—>+00 X—>+%0

— Larecta Y =0 és asimptota horitzontal de la funcio.

Iim f (X) = Iim f (_X) — Iim ef(*x)2+2(7x) — Iim e—XZ—ZX Iim exz(—l—g) _ |im eX (—1—%) _

X—>—00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

. e . 1
= lime™ = lim (%) =—=0—> Larecta y=0 és asimptota horitzontal de la funcié.

X—>+0 X—>+o0 \ eX 00
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Per tant, la Unica asimptota horitzontal és la recta Y =0 que serd asimptota tant pel

costat de —© com pel costat de +© .

» Asimptotes obliques:

Si una funcié té asimptotes horitzontals aleshores no té asimptotes obliqUes, per tant, f

no té asimptotes obliqUes.

En el segUent grdfic esta representada la funcid del problema per poder comprovar

tots els apartats:

NOTA: En el grafic es
poden comprovar tots els
apartats anteriors. Es veu
clarament que el domini és
tot R, que la funcid no
falla I'eix X mentfre que
talla I'eix Y en el punt (0,1)

. També observem que la
funci® és creixent en

(—oo,l), decreixent en

(1,+oo) i que en X=1 té

un maxim relatiu. Finalment
veiem que no té
asimptotes  verticals  ni
obliqgles mentre que la
recta  y=0 és una

asimptota horitzontal.

Tornar a I'’enunciat
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46) PAU 2006 Série 4 Questio 1:
Sigui f:R —> R la funcié definida per f (X) =e" (ax+b), on aib sén nombres reals.

a) Calculeu els valors de a i b per tal que la funcid tingui un extrem relatiu en el punt

(3.¢€%).

Si f té un extrem relativ en el punt (3 : e3) tindrem que f'(3)=0ique f(3)=e3'
f(x)=e(ax+b)— f'(x)=e*(ax+b)+e*-a— f'(x)=¢e*(ax+a+b)
f'(3)=0—>¢*(a-3+a+b)=0—>€*(4a+b)—=2s4a+b=0
f(3)=e’—>e’(a-3+b)=e’>3a+b=1

{4a+b=0 |

a=-1| i |[b=4|

%
3a+b=1

b) Per als valors de a i b obtinguts, digueu quin tipus d'extrem té la funcié en el punt
esmentat.

f(x)=e"(—x+4)—> f'(x)=e"(—x+4)+e*-(-1) > f'(x) =e*(—x+3)

f'(x)=0—>e"(-x+3)=0—25-x+3=0—>x=3

Intfervals

(3)

(3, +oo)

Signe de f'

+

Monotonia de

f

7

N

La funcié passa de creixent a decreixent, per tant X =3 és un méxim relatiu.
Tornar a I'enunciat

47) PAU 2006 Série 4 Problema 1:(Incomplet)

Considereu la pardbola d'equacié Y = X2 + 2X—3.

a) Calculeu les equacions de les rectes tangents a la pardbola en els punts d'abscissa
X=-1ix=1.

Donada una corba f (X) sabem que I'equacié de la recta tangent en el punt x =a

és y—f(a)="f'(a)(x—a)

En el nostre cas:
f'(-1)=2-(-1)+2=-2+2=0

f(X)=x>+2x-3—> f'(x)=2x+2
(x) - ) _){f'(l):2-1+2=2+2:4
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» Recta tangent en X=-1:

y—f(-1)=f'(-1)(x=(-1)) > y—(-4)=0-(x+1) > y+4=0—>|ly=—4

* Recta tangent en X=1:
y—f(1)=f'(1)(x-1)>y-0=4-(x-1)>|y=4x—-4

b) Calculant el minim de la funcié Y = X* +2X—3 trobeu el vértex de la pardbola.

Per calcular el minim hem de fer la derivada:

y(X)=X*+2Xx=3 > y'(X) =2X+2
y'(x)=0—>2x+2=0-52x=-2—>x=-1

Interval (—o0,-1) -1 (=1, +0)
Signe de
f (X) — 0 +

Monotonia
de f (X) \l m /'

Per tant, en el punt X=-1 la funcié passa de decreixent a creixent i per tant t& un
minim relatiu.

(-Lf(-D)=(-24)

c) Trobeu les interseccions de la pardbola amb els eixos i feu una representacié grafica
de la pardbola i de les tangents obtingudes al primer apartat.

e Talls amb I'eix OX:

2 —a |39
y=0->x"+2x-3=0—> -

x=1 (1,0)

e Tallamb I'eix OY:
Xx=0— y(O):02+2-0—3:—3—> (0,—3)

Tornar a I'’enunciat
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48) PAU 2007 Série 1 Questio 1:
En quin punt la recta tangent a la funcié f (X) = X-€"és parallela a I'eix d'abscisses?

Escriviu I'equacioé de la recta tangent en aquest punt.

Si la recta tangent és paraliela a I'eix d'abscisses aleshores és una recta horitzontal i
per tant té pendent igual a zero. Com la pendent de la recta tangent coincideix amb
la derivada de la funcid ens estan demanant en quins punts la derivada val zero.

f(x)=x-e"— f'(x)=1-"+x-e* - f'(x)=e*(x+1)

f'(x)=0—>e (x+1)=0—"25x+1=0—|[x=-1

Larecta tangenten X=—1 sera y— f (—1) =f '(—1)(X—(—1))
f(-1)=-1e* :%1
f'(x)=e*(x+1)—> f'(-1)=e™(-1+1)=0

Per tant la recta tangent serd:

y—f(—l):f'(—1)(x—(—1))—>y+%:0-(x+1)—> y=_1

Tornar a I'’enunciat

49) PAU 2007 Seérie 1 Questié 3:
Busqueu els extrems relatius i els punts de tall amb els eixos, i feu una representacid

. ., 4 2 . ., R
aproximada de la corba d'equacié Y =X —X . A continuacid, calculeu I'area del
recinte tancat per aquesta corba i I'eix d'abscisses.

¢ Extrems relatius:
y=x'—x* > y'=4x> - 2x
2X=0—->x=0

=04 -2x=0>2x-(2x*-1)=0—>
y ( ) 2x2—1:0—>2x2:1—>x:\/g—>x:i@

moval ()| £ [(20)] o [@H ] & ()
Signe de
f'(x) - 0 + 0 - 0 N

Monotonia
ef(x) | N | ™ | MmN | S
Finalment calculem les dues coordenades d'aquests extrems relaftius:

)= (F) () =335

4 2 4 2 4
y(0)=0*-0"=0—-B=(0,0)
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i

¢ Punts de tall amb els eixos:
Talls amb I'eix OX:

&

)-8 (8 335 e [ 2]

X*=0-
x?-1=C

Tallamb I'eix OY: *h
x=0-y(0)=0*"-0°=0-(0,0) N

El recinte a integrar, acolorit de color marrd
coincidird amb la integral de la funcié entre =1 i

1 canviada de signe perqué la funcié durant tot aquest interval va per sota de I'eix
d'abscisses. Per tant:

y=0—>x4—x2=0—>x2-(x2—1)=0—>{

(O O (e Y O O P N v Y
5 3) (5 3) |5 375 3 |5 3 [15 |15

Tornar a I'’enunciat

50) PAU 2007 Série 1 Problema 1:

-2 z-1
Considereu la recta d'equacid r:Xx= yT = T .

a) Expresseu el quadrat de la distancia d'un punt qualsevol (x, vy, z) de la recta al
punt P = (1,2, 5) com una funcié de la coordenada x.

La recta r és la recta que passa pel punt A=(0,2,l) i t& com a vector director

\7r:(1,2,2). Per tant, un punt genéric de la recta serd de la forma
Q:(0,2,1)+/1(ZL2,2) —)Q:(i, 22+ 2, 2/1+1)

La distancia d'aquest punt Q a P serd el modul del vector que els uneix:
PQ=Q-P=(4,24+2 24+1)—(12,5)=(2-124,24-4)

d*(P,Q)=|Pq[ = (\/(/1—1)2 +(22) + (22— 4)’ )2 =(2-1)+(24)" +(22-4)" =

— 22 2A+1+44% +422 161 +16=|]94% —181 +17|
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b) Trobeu quin valor de x fa minima aquesta funcid, deduiu quin punt Q de la recta
és el més proper a P i calculeu la distdncia del punt a la recta.

d(2)=94%-182+17 —>d'(1)=182-18
d'(1)=0-181-18=0-181=18 > A =1

Q=(4,22+2,24 +1)$> Q=(14,3)

d(P,r)=d(P,Q)=d((125),(14,3))=|PQ|=|(0,-2.2)| =B =|[212

c) Escriviu I'equacié de la recta que passa per P i Q i comproveu que és perpendicular
ar.

P=(125)Q=(14,3) PQ=(0,2,-2)
Per tant I'equacid de la recta que passa per Pi Q és:

s:(xy,2)=(125)+1(0,2,-2) >s:(x,y,2)=(1,25)+ 1(0,1,-1) >V, =(0,1,-1)

Les rectes r i s seran perpendiculars sii ho sén els seus vectors directors \7ri \7s que ho
seran sii el seu producte escalar déna zero.

V,-V,=(122)-(04-1)=0+2-2=0—-V, LV, —>rLs

Tornar a I'’enunciat

51) PAU 2007 Série 2 Qiestio 2:
La funcié derivada f '(X) de certa funcié continua f :R —= R és una funcidé a trossos
formada per les semirectes del dibuix.

£'(x) [}

.,
.

a) Digueussi f (X) és derivable en tofs els punts de R i per qué.

1 six<1
f'(x)= X ilafuncid f derivable en tot R excepte en el punt X=1.
l1-—six>1
2
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b) Estudieu el creixement i el decreixement de f (X)

Per estudiar el creixement i el decreixement de f (X) tenim dos opcions, freballar amb

el signe de la derivada o integrar la funcié anterior. En aquest cas com estem en el
tema de derivades ho fem per la derivada.

Segons el grafic de I'enunciat la funcié f'(X) és positiva en (—00,2), per tant f sera
creixent en (—00,2).

Andlogament, en el grafic observem que f'(X) és negativa en (2,+OO), per tant f
serd decreixent en aquest interval.

c) Trobeusi f (X) té algun extrem relatiu i, si és aixi, per a quin valor de x i de quin tipus.

En el punt X=2 la derivada de f s'anulda i f passa de creixent a decreixent, per
tant, en aquest punt f t& un maxim relatiu.

d) Sabent que f (0) =1, calculeu el valor de f (l) )

Justifigueu totes les respostes.

1 six<1 X+C, six<1
.I:l X) = X INTEGRANT f X) = 2
() 1—5 si x>1 (x) x—X?jLC2 si x>1

f(0)=1—0+C,=1-C, =1 per tant:

X+1 six<1
f(x)=1_ %

X——+C, six>1
4

Perd I'enunciat ens diu que f és continua en tot R, per tant en X=1 els dos trossos

de f han d’'empalmar, és a dir,
1 1 1
1+1=1——+c:2—>1=——+c2_>c2=1+z_>c2=%
X+1 six<1
| per tant: f(X)z 2

X 5 .
X——+—8SI X>1
4 4

Per a ser continua || f (1) =2

Tornar a I'’enunciat
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52) PAU 2007 Série 2 QUestio 3:
Calculeu els valors del parametre @, a#0, que fan que les tangents a la corba

d'equacié Y =ax* +2ax® —ax+1512 en els punts d'inflexié siguin perpendiculars.

Primer haurem de trobar els punts d'inflexié. Aquests punts és on s'anul1a la segona
derivada:

y(x)=ax*+2ax’ —ax+1512 — y'(x) = 4ax’ + 6ax’ —a — y"(x) =12ax* +12ax
12ax=0—25x=0

y"(x)=0-—12ax* +12ax =0 —12ax(x +1):O—>{
X+1=0—>x=-1

Per a que les rectes tangents en X=0 i en X=—1siguin perpendiculars s’ha de complir

-1
que si una recta té pendent P, I'altra recta ha de tenir pendent F

La pendent de la recta tangent en X =0 serd y'(O) =4a0® +6a0* —a=-a
La pendent de la recta tangent en X=-1 ser& y'(—l) = 4a(—1)3 + 6a(—1)2 —a=a
Per tant, per a que les rectes anteriors siguin perpendiculars s’ha de complir que

-1 1
—a=——a=-—a’=loa=1>
a a

Tornar a I'’enunciat

53) PAU 2007 Seérie 2 Problema 1:
Un magatzem té forma de prisma recte de base quadrada i un volum de 768 m®. Se
sap que la pérdua de calor a través de les parets laterals val 100 unitats per mz,

mentre que a través del sostre és de 300 unitats per m°. La perdua pel sol és molt
petita i es pot considerar nulda. Calculeu les dimensions del magatzem perquée la
pérdua de calor total sigui minima.

Suposem que la base del prisma és un quadrat de costat x
mentre que |'altura del prisma és h.

L'area del sostre del prisma serd x-x=x? per tant, la
pérdua de calor a través del sostre serc 300X .

Les cares laterals del prisma seran 4 rectangles de base x i
altura h, per tant I'area total d'aquestes 4 cares laterals serd

4-X-hipertant, la pérdua de calor a fravés de les cares | § |
laterals sera 100-4-x-h =400xh . /
Per tant la pérdua total de calor sera: Ay

C(x,h) =300x* +400xh

Donat que aquesta funcié depén de dues variables x i h
necessitem ficar una de les variables en funcio de I'altra.

768
Com el volum del prisma ha de ser 768 tenim que x*h =768 — h = — .
X

Substituint en la férmula del cost:
768

C(xh) = 300X + 400%h——>C(x) = 300X + 400x 2 —5 C (x) = 300x¢ + 22 20
X

X
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Per minimitzar aquesta funcid cal derivar-la i igualar la derivada a zero:

C(x)=300x* + 307200, ¢ '(x) = 600X — 307300
X
C(¥) =0 —600x — 2222 _ 0, 600x = 22220 _, §00X* = 307200 > X* = 20 2
X X 600
—>x*=512 > x=3512 > x=8
h= 7—628 = 7—628 —h=12
X 8

Per tant, les dimensions dptimes sén X =8 metres de costat de la base del prisma per
h=12 metres d'altura.

Per comprovar que realment es tracta d’'un minim podriem fer la taula de signes de la
derivada o avaluar la segona derivada en el punt X =8.Com el problema solament té
sentit per a x's positives, fem la segUent taula:

Interval 0 (0,8) 8 (8, +oo)
Signe de
C'(X) 0 - 0 +

e AN | | 7

Per tant, en el punt X =8 la funcié passa de decreixent a creixent i per tant es tracta
d’un minim relatiu.

Tornar a I'’enunciat

54) PAU 2007 Série 3 Problema 2: (Incomplet)
2

X
Donades les funcions f (X) =x’—ax—4ig (x)= ?+b .
a) Calculeu a i b de manera que les grafiques de | (X) ide @ (X) siguin tangents en el

punt d'abscissa X =3, és a dir, que tinguin la mateixa recta tangent en aquest punt.
b) Trobeu I'equaciod de la recta tangent esmentada en I'apartat anterior.

Dues funcions f ig sén tangentsen X = a si en aquest
punt coincideixen, és a dir, si f(a): g(a)i si tfambé
comparteixen recta tangent, per fant f (a) =d (a) .

En el nostre cas, f i g seran tangents en X =3 sii

f(3)=9(3)i f'(3)=9'(3) -
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2

f(3)=g(3)—>32—a.3—4=3?+b—>

—>9—3a—4:g+b—>3a+b:9—4—%—>3

—>a+b=%—>6a+2b=1

f(x)=x*-ax—4— f'(x)=2x-a
2

g(x)=%+b—>g'(x)=x

f'(3)=9'(3)»>2-3-a=3—>6-a=3—>6-3=a—>a=3

6a+2b=1 [18+2b=1 2b=-17 b=
— - —
a=3 a=3 a=3 a=3

| b) Trobeu I'equacié de la recta tangent esmentada en I'apartat anterior.

Com la recta tangent a les dues funcions és la mateixa calcularem la recta tangent a

la funcid f .

y—f(a)="f'(a)(x-a).

Sabem que la recta tangent a la grafica d’'una funcié f en el punt x=a és

En el nostre cas, Y — f (3)= f '(3)(X—3)
a=3-f(x)=x*-3x-4—>
f(3)=—4

- f'(x)=2x—3—>{fl(3):3

flz)=2" -3z -4

y—(—4)=3(x-3)>y+4=3x-9—|y=3x-13

A la dreta teniu un grafic amb els elements del
problema.

Tornar a I'’enunciat
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55) PAU 2008 Seérie 2 Problema 1:
Considereu una funcidé tal que la seva representacié grafica a l'interval (-3, 3) és la
seglent:

a) Determineu les abscisses dels punts extrems (maxims i minims) relatius.

Segons el dibuix la funcid té dos maxims relatius en els punts (—2,1) i (2,1)i un minim

relatiu en (O,—l).

| b) Estudieu el creixement i decreixement de la funcié a I'interval (=3, 3).

f és estrictament creixent en (—3,—2)U(0,2)i estrictament decreixent en

(-2,0)U(2,3) .

| c) Feu un esbds de la grafica de la derivada d'aquesta funcid.

Quan la funcid tingui un Maxim o un minim relatiu,
la derivada valdrd zero. En els intervals on f sigui :

creixent la seva derivada serd positiva mentre que
els intervals on f sigui decreixent la seva
derivada serd negativa. Amb tota aquesta

informaci®é una grafica aproximada de la
derivada seria:

d) Sabent que la funcié és de la forma f (X) =ax* +bx* +c, frobeu de quina funcid es

fracta.

f passa pel punt (-2,1) > f(-2)=1— a(—2)4 +b(—2)2 +c=1—>16a+4b+c=1
f passa pel punt (2,1)—) f (2):1—>a-24+b-22+C=1—>16a+4b+C:1

Podem observar que aquesta equacidé és la mateixa que I'anterior i per tant no ens
aporta informacio.

f passa pel punt (0,—1)—) f(O)=—1—>a~04+b~02+c:—l—>c:—1

f(x)=ax’+bx* +c— f'(x)=4ax’ + 2bx
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f t& un minim relativ en x=0—>f'(0)=0—>4a-03+2b-0=0—>0=0 que no ens

aporta cap informacio.

f té& un minimrelatiuen X=-2 — f '(—2) =0—>4a- (—2)3 +2b- (—2) =0—>

—>-32a+-4b=0—=3-8a—-b=0—>8a+b=0

f té un minim relatiu en X:2—>f'(2):O—>4a-23+2b-2=0—>

—>32a+4b=0—=38a+b =0 que és la mateixa equacié que abans i per tant no
ens aporta res.

16a+4b+c=1 (16a+4b=2 (l6a—-32a=2 [-1l6a=2 |a
c=-1 b=-8a b=-8a b=-8a =<b=-8-7=1
8a+b=0 c=-1 c=-1 c=-1 C

N
N
N

Per tant|| f (X) =2x'+x* -1

Tornar a I'’enunciat

56) PAU 2008 Série 4 Questid 1:
Considereu la funcié f (X) =ax’ +x+b (a, be R) . Trobeu els valors de a i b que fan

que larecta Y =2X+1 sigui tangent a la grafica de f quan x=1.

Per a que la recta Y =2X+1 sigui tangent a la grafica de f en el punt X=1 en
aquest punt hauran de coincidir tant les dues funcions com les seves derivades. Es a

dr, f(1)=y(@)i f'1)=y'(1).

f()=y(1)—»a-*+1+b=2-1+1->
—>a+l+b=2+1—>a+b=2

f(x)=ax’+x+b— f'(x)=2ax+1
y=2x+1-y'(x)=2

f'(1)=y'(l) »>2a-1+1=2—>2a+1=2—>2a=1—>a

a+b:2—>1+b:2—>b:E
2 2

A la dreta estd el grafic amb tots els elements del problema.
Tornar a I'enunciat
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57) PAU 2008 Série 4 Problema 1:
e—e" e +e”
Donades les funcions f (X)= ig(x)= >

a) Comproveu que [g (x)]2 —[f (x)]2 =1.

o] L] (5] {25 -
= <e*>2+26*e*+<e*>2]((«exf-weu(exf}

4

(e +2e T e (e 20 e ) (e +2e"+e™ ) (e -2e"+e )
4 4 4 4

(e 421+ (e 214 (e +2+e) (¥ -2+ )
4 4 4 4

b) Comproveu també que f (X)

I
(@]
—~
>
~
(@]
—
X
~—
Il
—y
—~
>
~—

f(x)=ex_2eXaf'(x):(ex_e_x'(‘1))2'5‘(ex‘e_x)'0:(ex+e‘;)-2—0:
= 2(eX:e-X) - +2ex =9(x)
9(x)= gt X—)g'( ):(ex+eX.(—l))2-22—(ex+eX).Oz(ex—e;) 2—O:
) gy

c) Comproveu que f(x+y)=f(x)-g(y)+f(y)-9(x).

e _ g Xty _ e—(x+y) Xty _@ XY  oX ¥ _pgX.@7¥
f(x)= 5 — f(x+y)= 5 = 5 = >

ef—e e'+e”? e'-e”? e +e”
F(x)-0(y)+ F()-9(0)= 55— S ot SR
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(e —e™)-(e”+e) (&/—e”)-(e*+e™)
4 4
_e'e’+ee? —ee’ —ee’ N e'e* +e'e —ele —ele"
4 4
_e'e’+e'e”’ -ee”’ N e'e’ + -ee'—ele”
4 4

(Els que estan pintats del mateix color es poden agrupar perque
ex_eyzex+y=ey+x=ey'ex)

_2e'e’ -2’ e'e’-ee” f(x+y)
4 2

FEORT] X . .
dividint per € el numerador i el denominador; amb un

()

_f(x)
d) Calculeu lim
== 9(x)

procediment similar (perd no igual), trobeu lim

X—>—00 g (X)
ex _ e"< ex _ e—x ex _ e—x ex e—x
. f(x . . SUGERIMENT X A X
lim fx) ): lim 2 lim—L1 " = lim—& - |lim& €& _
x>+ (X) x40 @ 4 @7¥ x—+0 @* 4 @7¥ x—+0 @% 4 @7* - A -
1 h e’ e
1
Lo 1-e7 2 e 1-0 1
= lim = —= i € - ==
x—>+0] 4 e’X*X x—>+0] 4 @~ X X—>+00 1 1+0 1
T
e
e ¢ e — g e —g*
f(—=x) . SUGERIMENT -~
jim ) i 09 XZX= Lo im -
X—>—00 g (X) X—>+00 g (_X) X—>+00 e + e X—>+00 e + e X—>+00 e _|_ e
7 1 e
e* e o[ L
) X X ) 1 X+X 1 2X ezx
=lim& €= im = [
X—>+0 @ e xo40] 4 @K xorw] 4 @%F  xotw w1 1
e o3 +
2X 2x
0-1 —e -1
= lim 2( )=I| =—=|-1
X—+0 @ X (O + l) X—>+0 er
Tornar a I’enunciat
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58) PAU 2008 Seérie 5 Questid 1:
Trobeu els valors dels parametres ai bper tal que la funcié seglent sigui continua i
derivable en X=2.

f(x)= ax’ +2x+3 si x<2
X3 +bx+5 si x>2

Per que sigui continua en el punt X=2 sha de complr que

lim f(x)=lim f(x)=f(2).

X—2" x—2"

a
(

lim f(x)=lim (ax’ +2x+3)=a-2"+2-2+3=4a+7
(

x—2" X—2"

lim f(x)=lim (x*+bx+5)=2"+b-2+5=8+2b+5=2b+13

x—2" x—2"

Per tant, per a que sigui continua en X =2 s’ha de complir que:
4da+7=2b+13—>4a-2b=13-7 >4a-2b=6—232a—-b=3—>b=2a-3

f(x)=

Per a que sigui derivable en X =2 les derivades per I'esquerra i per la dreta han de
coincidir.
2a-2+2=3-22+b—>4a+2=12+b—>4a-b=10>b=4a-10

3x°+b si x>2

ax’ +2x+3 si x<2 . 2ax+2 si x<2
_ — f'(x)=
X*+bx+5 si x>2

2a—3=4a—10—>10—3=4a—2a—>7:2a—>a:£

b=2a—3=2-%—3=7—3—>b=4

7
Per tant, la resposta al problema és ||a = E i |lb=4]|.

Tornar a I'’enunciat
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59) PAU 2008 Série 5 Questid 3:
Digueu per a quin valor de x la recta tangent a la corba Y = In(x2 +1) és parallela a

larecta Y =X. Escriviu I'equacié d'aquesta tangent.

Larecta Y = Xté pendent 1.

La recta tangent a la corba yzln(x2 +1) serd parallela a la recta y=X si té

pendent 1.
Perd la pendent de la recta tangent a una corba en un punt és la derivada de la
corba en aquest punt. Per tant, ens estan demanant si hi ha algun punt de la corba

y= In(x2 +1) on la derivada val 1.

1 2X
=In(x?+1 (%) = LOX =
y(x) n(x+)—>y(x) 21 X 1
y'(x)=1-> 22X1:1—>2x:x2+1—>x2—2x+1:0—> x=1
x> +

L'equacié de la recta tangent a una corba f(X) en el punt x=a és

y—f(a)=f'(a)(x-a).

En el nostre cas, la recta tangent en el punt X=1 sera y— f (1) =f '(l)(X—l)

2-1 2 2

TP24+1 141 2

y—f(1)=f'(1)(x-1) >y-In2=1(x-1) > y-In2=x-1—|y=x+In2-1

Grafic amb els elements del problema:

y=x+In2—1
f(z) =In(z* +1)

(1, f(1))
2 A }/ 1 2 3 4
Tornar a I'’enunciat
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60) PAU2008 Séerie 5 Problema 2:

De tofts els triangles rectangles d’'hipotenusa 10 cm, frobeu la longitud dels catets del
triangle que té el perimetre maxim. Comproveu que la solucié trobada correspongui
realment al perimetre maxim.

En la figura hem representat un triangle equilater
d’hipotenusa 10 cm on hem anomenat als catets x i y. 10

Pel teorema de Pitagores tenim: .
x> +y? =10 5> x> + y* =100 - y* =100 — x* — y = /100 — »
Aixi, el perimetre del triangle serd: P(X)=x+Yy+10 — P(x)=x++100—x* +10 on X

que representa un dels catets tindrad com a valor minim X=0 i com a maxim X=10.

Per tant el nostre problema és maximitzar la funcid P(X):X+\/100—X2 +10 en
I'interval [0, 10] )

P(x)=x++100—x* +10 - P*(x) =1 2(100 XY (—2x) =1 — X =

X
V100 — X2
P/(X)=0—1-——=0-1=—— »100-x* =x—*5100-x* = x* -

V100 — x? \/100 X2

5100 =2x2 =50 = X% —> x = +/50 —%%_,x — /50 —||[x =52

Per comprovar que en el punt X:5\/§ la funcid P(X) té un maxim relatiu ens

quedaria per demostrar que en aquest punt la derivada segona és negativa.

X 100 — x° —x-%(lOO—xZ)_71 -(—2x)

00 Pr(x)=- (m)z

2 2 2 2
100 — x° + X 100
oo+ 2% s X
Z\100-x* _ V100-x* _ 100-x® _  100—x?
100 — x* 100 — x* 100 — x* 100 — x*
100 100

(100-x*)V100—* \/(100 )

P(x)=1-

P(\50) = - 100 ____1o 100 V2 _,

\/(100_( @)2)3 - Joo-s0y  E0* 5
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Per tant, en el punt X =5+/2 tenim un maxim relatiu.
Aleshores els catets mesuraran:

X=52 i y=100-x2 >y = 100—(5\/5)2 = J100-50 = /50 =52

Per tant el maxim del perimetre s'assoleix quan els dos catets sén iguals, és a dir, quan
el tfriangle és isosceles.
Tornar a I'enunciat

61) PAU 2009 Série 1 Qiestid 3:

sigui f(x)= 2x° —x*+3x+1. Donades lesrectes I, Yy =X+2 i I, y=TX-2:

a) Expligueu, raonadament, si alguna de les dues rectes poft ser tangent a la corba
y=f (X) en algun punt.

b) En cas que alguna d’elles ho sigui, trobeu el punt de tangéncia.

Una funcié (X) i una recta r(x) seran tangents en un punt X = a sii en aquest punt
coincideixen en valor i en derivada, és a dir, si f (a) = r(a) i f (a) = r'(a).
Larecta [ 1y=X+ 2 té pendent igual a 1. Observem si hi ha algun punt de la funcid
on la recta tangent tingui pendent igual a 1.
f(x)=2x"—x*+3x+1— f'(x)=6x*—2x+3
f'(X)=1>6x*—2x+3=1—>6x"-2x+2=0—253x—x+1=0 que no &
solucions reals, per tant, no hi ha cap punt on la derivada de f valguil i per tant I}
no podrd ser mai fangent a f .
Andlogament la pendent de la recta I, : y=7X—-2és 7. Comprovem ara si hi ha
algun punt on la derivada de la funcié f sigui 7 .
f(x)=2x—x*+3x+1—> f'(x)=6x"—2x+3
-2
' 2 2 <2 2 X=—
f'(x)=7—>6x*-2x+3=7 > 6x" -2x-4=0—253x"-x-2=0—> 3.
x=1
Per tant solament hi ha dos possibles punts on I,i f coincideixen amb la derivada
perd per a que realment siguin tangents també han de coincidir amb el valor.

f(x)=2x-x*+3x+1—> f (_—zjz_—%
3 27
2 -2 -14 =20

rz(x)=7x—2—>rz(%jzr(?j—Z:T—z:T

Per tant en el punt X=—-2/3no sén tangents.

En X=1 tenim que:
f(X)=2X3—X2+3X+1—) f (1)22—1+3+1=5 mentre que I’Z(l)=7-1—2=5 i per

tant en aquest punt si que sén tangents.
Tornar a I'enunciat

INST|TUT C/ Pasqual i Batlle, 1-15 08790 Gelida Telefon: 93779 04 50 Pag. 100
GE',D/A e-mail: a8035246@xtec.cat https://agora.xtec.cat/iesgelida



N Generalitat de Catalunya
Departament d’Educacié
S institut Gelida Departament de Matematiques

62) PAU 2009 Série 1 Problema 1:
2x°

Considereu la funcié real de variable real f (X)=— 1
X p—

a) Trobeu-ne el domini.

x*-1=0->x*=1-x=\1=21-|D(f)=R-{-11}

b) Calculeu I'equacidé de les seves asimptotes, si en té.

» Asimptotes verticals:

lim f (X) -2 _2 = =—=00—||X=-1|| asimptota vertical de la funcid.
x—>-1 (_1) -1 1-1 0
. 2.1 2 2 ) . »
lim f (X) = 50— = —— == =00 — || x=1|| asimptota vertical de la funcié.
x—>1 1°-1 1-1 0
» Asimptotes horitzontals:
2x°

. .2 2 . 02X 2.0 o

lim f(x)= lim —=— = lim —*—= lim =2 _=— =0 com aquest limit
X—>+00 x40 X° —]  xoHo X 1 x—>+ool 1 1-0 1

x> X X’

no és un nuUmero aleshores no té asimptotes horitzontals.

» Asimptotes obligies:

2x3 2x3
. f(x . ) 3 . 3 )
m= lim ( ) _ jim X =1 _ jim fx = lim % —lim—2_ -2 >
X—>+00 X X—>+00 X X—+0 X° — X X—>-+00 L B l X—>+00 l— i 1_ O
X3 x3 X?
_ _ (2 _ 2x3—2x(x2—1)
N=Ilim(f(x)=mx)=Ilim(f(x)=2x)= lim —2X |= lim =
xe+oo( ( ) ) X~>+oo( ( ) ) xa+oo[x2 -1 J X—>+00 X2_1
2X 2
3_ 3 72 -
:|imwz|im(fx jzlim X _jimx_ =0 g
X—> 400 X =1 xo+o\ X< —1 X—>+0 ¥ _i x—>+w1_i 1-0
NG X

y =mx+n=2X+0=2xés asimptota obliqua de la funcié.

c) Estudieu-ne els intervals de creixement i de decreixement, aixi com les abscisses
dels seus extrems relatius, si en té, i classifiqueu-los.

2x° , 6x*(x*=1)=2x*-2Xx  Bx* —6x° —4x*  2x* —6X
f(X): 2 _ —>f(X): ( 2) 2 = 5 \2 T, 2

x -1 (x*-1) (x*-1) (x*-1)
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4 _ x> 2x*=0—>x=0
F1(x) =02 % 05 2x' —6x2 =0 2x¢ (2 ~3) =0 >
(x*-1) x> -3=0-x=+3
En la segUent taula distingim els punts on s'anulla la derivada i els punts on aquesta no
existeix:
Signe de

f'(x) + 0 - A - 0 - A
oy N AN e N
Interval (1,\/5) \/§ (‘\/§,+OO)

Signe de
£'(x) - 0 +

Monotonia
et | N om )/
Pertant,en X= —«/§’ré un maxim relatiu mentre que en X = x/§ té un minim relatiu.

f és estrictament creixent en (—00,—\/5) u(\/g, +oo)
| estrictament decreixent en (—\/5, —1) U (—1, 0) U (0,1) U (1, \/g)

NOTEU que en el punt X =0 té un punt d'inflexio.

Aqui teniu un grafic amb els elements del problema:

1
1
]
|
1
6 oy =2
N
1 1
of 1/
[
VI
Vi
24 f
T = —1 ,’ r = 1
'
i
-10 -8 -6 -4 2 R 2 4 6 8 10 12
'
I
3
R e —
Vi £ =
’ x?2—1

e s ettty

A

Tornar a I'’enunciat
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63) PAU 2009 Série 3 Problema 1:(Incomplet)

4 b
Siguila funcio f (x)=a+—+—.
X X

a) Calculeu els valors de ai b, sabent que la recta 2x + 3y = 14 és tangent a la grafica
de la funcié f (X) en el punt d'abscissa x = 3.

Per a la resta d'apartats, considereu que a = -3 i que b = 4.

2x+3y=14—>3y=14—2x—>y=%+%

Per a que una funcié f iunarecta I siguin fangents en el punt X =3, en aquest punt

han de coincidir els seus valors i les seves derivades, és a dir, f(3)=r(3) i

£'(3)=r'(3).

f(x)=a+f+£2=a+4x’l+bx’2—>f'(x)=0—4x’2—2bx’3—>f'(x)z_—j’—z—g
X X x* X
r(x):%+%—>r'(x):%2
f(3):r(3)—>a+ﬂ+£2:£+ﬂ—>a+ﬂ+9:—2+ﬁ—>a+9:—2+ﬂ—ﬂ—>
3 3 3 3 3 9 3 9 3 3
Saslo 9 10 0 D2 e a1
9 3 9 3

f,(3):r,(3)_>—_;1_2_?:—_2_)—_4_2_b:—_2_>—_12_2_b:—_183_)
¥ ¥ 3 9 21 3 21 21 27

—>-12-2b=-18 >2b=18-12 >2b=6—->b=3

9a+b=12>9a+3=12>9=9—>a=1

b=3

Per tant, |[a=1

Per a la resta d'apartats, considereu que a =—3 ique b=4.

b) Trobeu els intervals de creixement i de decreixement de la funcié f (X) Trobeu i
classifiqueu els extrems relatius que té la funcié.

A partir d’aquest apartat ens fan treballar amb la funcié f on a=-3 i b=4, per tant:

4 4
f(X)=-3+—+—
(=-3+2+2

Per estudiar els extrems d'aquesta funcié cal derivar-la i igualar-la a zero.
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f(x):_ngﬂJriz=_3+4x‘1+4x‘2—>f'(x)=0—4x‘2—8x‘3—>f'(x)——2 -
X X X X
__f'_%=0—>_—?=%—>—4x3=8x2—>4x3+8x2=0—>
X X

4x*=0—->x=0

—>4x2(x+2)=0—>{
X+2=0—>x=-2

Recordem que en la taula segUent figuem els punts on s’anul 1a la derivada i també els
punts on la funcié és discontinua.

4 4
f (X) =—-3+—+— és discontinua en zero.
X X

Interval (—OO, —2) -2 (—2, 0) 0 (O, +oo)
o o | 14| -
Monotonia

N || AN

de f(x)

(-2-4)

Per tant la funcid té un minim relatiu en el punt (—2, f (—2)) =

f és estrictament decreixent en (—oo,—2)u(0,+oo) i estrictament creixent en (—2,0)

c) Calculeu els punts de tall de la funcié f (X) amb I'eix OX.

Talls amb I'eix OX:
-2

y=0— f(X):0—>—3+£+i2:OL>—BX2+4X+4:O—>
X X
X=2

-2
Per tant els punts de tall amb I'eix OX son [?,OJ i (2,0) )

Aqui teniu un grdafic amb els elements del problema:
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Tornar a I'’enunciat

64) PAU 2009 Serie 4 Problema 1: (Incomplet)

3+ X
La grafica de la funcié f(x)==——, desde X=1 finsa X=4, és la seglent:
X

a) Calculeu I'equacié de les rectes tangents a aquesta funcié en els punts d'abscissa
x=1ix=3.

L'equacio de la recta tangent a la grafica d'una funcio f(X) en el punt Xx=a és

y—f(a)="f'(a)(x-a)

En el nostre cas f(X):?’JrTX% f'(x)= " = " =7

* Rectes tangents:
y—f(1)=1'1)(x-1) > y—-4=-3(x-1)—>|y=-3x+7

y—f(3)= f'(3)(x—3)—>y—2:%1(x—3)—>y—2:%1x+1—> y:?1x+3
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b) Dibuixeu el recinte limitat per la grafica de la funcid i les dues rectes tangents que
heu calculat.

| c) Trobeu els vertexs d'aquest recinte.

Els vertexs del recinte seran els punts on les rectes son tangents a la corba, és a dir

A=(@1f(1)iB =(4, f (4)) i el punt C on es tallen les dues rectes. Aixi:

A= f(1)=(13)=|(14)| i B=G f(3)=(3.22)=|/(3.2)

Calculem el punt on es tallen les dues rectes:

_?X+3:—3x+7;3>—x+9:—9x+21—>9x—x:21—9—>8x:12—>x:§

y:—3x+7:—3~§+7:_—9+7:§—> C:GEJ
2 2 2 2 2

Tornar a I'’enunciat
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65) PAU 2010 Série 1 Questio 3:
Un segment de longitud fixada m recolza sobre els eixos de coordenades. Calculeu el
valor de I'angle & que forma el segment amb I'eix OX perqué el triangle rectangle

determinat pel segment amb els eixos i del qual m és la hipotenusa tingui drea
maxima. Comproveu que es tracta realment d'un maxim.

oY

o

Sigui x el catet del triangle sobre I'eix OX iy el catet del triangle sobre I'eix OY. Es a dir,
x és la distancia de I'origen al punt P mentre que y és la distancia de I'origen a Q.
Per definicié de sinus i cosinus:

. c.oposat _y , c.contigu X
sing=——— —y=msinag i C0S@¢=———=——>X=MCOS
hipotenusa  m hipotenusa m

El area del triangle serd:

base x altura mcosa-msing  m? . m? .
A = = =—sinacosa - A(a)=—sinacosa
2 2 2 2
Per optimitzar la funcié derivem i igualem la derivada a zero.

2 2
Ala)= %Sinacosa - A'(a)= m7((:0505 -cosa +sina - (—sin a)) =

= m—z(cos2 a-sin’a)

2
m . . .
A'(a):0—>7(cosza—sm2a):0—> cos’ o —sina =0 — cos’a =sina —

) } . ) 1 . 1 ) 2
—>1—sm2a=sm2a—>1=23|n2a—>sm2a=5—>sma:\/;—>sma=4_r7—>
a = 45°

,\/;
sina = o —on
- {a=135°——>° <=0, A

sing = J‘ 0°<r<90° Zf

Per tant I'Unica solucié bona dintre del context del problema és
Estudiem ara si es tracta d'un maxim o un minim relatiu:
Donat que la funcié A(a) estd definida per o 6[00,90°]p|on‘regem la segUent taula:

Interval (00,450) 45° (450,900)
Signe de
Monotonia
g Aa) | M N
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Donat que en el punt a =45° |a funcié A(a) passa de creixent a decreixent, en

aquest punt la funcié té un maxim relatiu.
Tornar a I'enunciat

66) PAU 2010 Série 4 Questio 3:
Sigui P(X) =ax’ +bx+c un polinomi qualsevol de segon grau.

a) Trobeu la relacid existent entre els pardmetres a, b i ¢ sabent que es compleix que
P(1)=0iP(2)=0.
b) Quan es compleix la condicié anterior, indiqueu quins valors pot tenir P'(3/2).

P(1)=0—>a-*+b-1+c=0—>a+b+c=0
P(2)=0—a-2°+b-2+c=0—>4a+2b+c=0

Restant les dues expressions anteriors tenim.
3a+b=0->b=-3a

P(x)=ax*+bx+c—

P(x)=ax’* +bx+c—=25P(x)=ax’ —3ax+¢ —P'(x)=2ax-3a —>

_)p-(%)ZZa-g—3a:3a—3a=

Tornar a I'’enunciat

67) PAU 2010 Serie 4 Qiiestio 5:

En la figura segUent es representen dues funcions. L'una és la derivada de I'altra.
Decidiu si la funcié f (x) és la derivada de la funcié g(x) o és a l'inrevés, estudiantquée
passa en els puntsx =a,x=bix=c.

/ﬂ
I

|
|
|
|
a (&
" \:/

En el punt X=2a la funcié g (X) té& un maxim relativ i la funcié f (X) val zero.

En el punt X=D la funcié g (X) és estrictament decreixent i la funcié f (X) és negativa.
En el punt X=C la funcid g(x) t& un minim relativ i la funcié f (X) val zero. Per tant, la

funcio f (X) és la derivada de la funcié ¢ (X)

Tornar a I'’enunciat
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68) PAU 2011 Série 1 Questio é:
Sigui f (X) =x*-e® quan a#0.

a) Calculeu el valor de a perquée aquesta funcid tingui un extrem relativ en el
puntd’abscissa x=2.

Sila funcié f (X) té un extrem relatiu en X =2 aleshores f (2) =0.

f(x)=x"-e™ > f(x)=2x-e+x e ™ (-a)=e™(2x-ax’)

f'(2)=0—>e*?(2:2-a-2*)=0—>e™(4-4a)=0—

e2=0->4

4-4a=0—>4=4a—>|a=1

De fet, per poder assegurar que en X =2 té& un exfrem relatiu hauriem de comprovar
també que la segona derivada en aquest punt no és nulla o estudiar el signe de la
primera derivada.

| b) Quan a=2, classifiqueu-ne els extrems relatius.

f(x)=x*-e™ 25 f(x)=x*-e™ > f'(x)=2x> + x> (-2) >

— f'(x)=e™(2x—2x*)

f(X)=0— e (2x-2x") =0—"2252x - 2x" :0—>2x(1—x):0—>{iif
Interval (—OO, 0) (0,1) 1 (1, +oo)
Signe de
f'(x) - + 0 -
Monotonia \
de f(X) \ /’ M

Per tant, quan @ =2 la funcié té& un minim relatiu en X =0 i un maxim relativ en X=1.

Tornar a I'’enunciat
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69) PAU 2011 Série 2 Questio 3:
Donada la funcié f (X) =x>+ax’ +bx+c:

a) Determineu la relacié que han de complir els paradmetres a, b i ¢ perque f (x) tingui
un extrem relatiu en el punt d’'abscissa x=-1.

Si f téun extrem relativen X=-1 aleshores f'(—l)zO
f(x)=x+ax’ +bx+c— f'(x)=3x*+2ax+b
5 f'(-1)=0—>3(-1)’ +2a(-1)+b=0—>3-2a+b=0—>—2a+b=-3 >

—|[2a-b=3

b) Calculeu el valor del pardmetre a perqué hi hagi un punt d'inflexié de la funcid f (x)
en el punt d’'abscissa x=0.

Si f té un punt d'inflexié en X=0 aleshores f (O) =0
f'(x)=3x*+2ax+b— f"(x)=6x+2a

f"(0)=0-56-0+2a=0->0+2a=0->2a=0—

c) Determineu la relacié entre els pardmetres a, b i ¢ sabent que la grafica de f (x) talla
I'eix OX en el punt d’abscissa x=-2.

Silafuncié f tallal’eix OX enelpunt X=-2, aleshores f(—2)=0

f(-2)=0-(-2)"+a(-2)" +b(-2)+c=0—>-8+4a-2b+c=0— |4a—2b+c=8|

d) Calculeu el valor dels parametres a, b i ¢ perque es compleixin les tres propietats
anteriors alhora.

4a—-2b+c=8 |-2b+c=8 |[6+Cc=8 c=2
2a-b=3 ~<-h=3 ~{hb=-3 = =-3
a=0 a=0 a=0 a=0
Tornar a I'’enunciat
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70) PAU 2011 Série 4 Qiestié 3:
La grafica corresponent a la derivada d'una funcid f(x) és la segUent:

T

a) Expliqueu raonadament quins valors de x corresponen a maxims o a minims relatius
de f(x).

Ens diuen que la grafica correspon a la funcid f'(X) aleshores podem emplenar la

segUent taula on les dades en blau, corresponents a les dues primeres files les obtenim
a partir de la grafica de I'enunciat mentre que les dades de negre de la tercera fila les
pensem a partir de les anteriors.

Interval (—OO, -3) -3 (-3,0) 0 (0,2) 2 (2,+oo)

Signe de
f '(X) - 0 + 0 - 0 -

et | N | e N e N

En el punt X=-3 la funcié passa de decreixent a creixent i per tant en X=-3 tenim un
minim relatiu.

En el punt X=0 la funcié passa de creixent a decreixent i per tant en aquest punt
tenim un maxim relatiu.

En el punt X=2 tot i que s'anulda la derivada, la funcid és decreixent a I'esquerra i
decreixent a la dreta, per tant, en aquest cas es tracta d'un punt d’inflexid.

| b) Determineu els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(x).

f estrictament creixent en [Iinterval (—3,0) i estrictament decreixent en
(—oo,—3) U (0,+oo) )

Tornar a I'’enunciat
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71) PAU 2011 Série 4 Qiestio 6:

Dins d'un friangle rectangle, de catets 3 i 4 cm, hi ha un rectangle. Dos costats del

rectangle estan situats en els catets del triangle i un dels vertexs del rectangle és a la
hipotenusa del triangle.

a) Feu un esbds de la situacidé descrita.

b) Si x és la longitud del costat del rectangle que esta situat en el catet petit iy és
I'altre costat del rectangle, comproveu que es compleix que 4x+3y=12.

Els triangles OAB i A’AB’ son semblants, per tant:

4y
—=———>4-(3-X)=3y>12-4x=3y > .
3 3-x ( ) y d

12=4x+3y - [[x+3y =17 T K

| c) Determineu les dimensions del rectangle perqué I'drea sigui maxima.

Elrectangle fa X de base per Y d'altura. Per tant la seva area serad A=X-Y..
Finalment fiqguem Y en funcié de X aprofitant la relacié 4Xx+3y =12 .

4x+3y=12—>3y=12—4x—>y=12_4x_>y=4_fx
A:X'y:X‘(4—ﬂXj—>A(X):4X—ﬂX2
3 3
A(x)=4x—fx2—>A'(x)=4—§x
3 3
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A'(x)=0—>4—2x=0—>4=%x—>%3:x—>x=%—> XZE

Per provar que aquest punt es tracta d'un maxim podriem avaluar la segona derivada
en el punt o fer una taula de signes de la primera.

Donat que la X del problema solament té sentit en I'intervall [0,3] tenim:

Interval (0,%) 3 (%,3)
Signe de
f'(x) + 0 -

Monotonia
de f (X) /’ M \l

Per tant, es tracta d'un maxim.
Com ens demanen calcular les dues dimensions del rectangle tenim que:

4x+3y:12X—:%>—>4-%+3y:12—>6+3y:12—>3y:6—>y:2

Per tant, les dimensions del rectangle optim sén: || X :% de base per ||y =2|| d'altura.

Tornar a I'’enunciat
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72) PAU 2012 Seérie 1 Qiestié 4:

Un rectangle és inscrit en el triangle que té els costats en les rectes d'equacions y = x, x
+y =8, y=0,ité un costat sobre la recta y = 0. Trobeu-ne els vértexs perque la
superficie sigui maxima.

Per comencar podriem calcular els vertexs del triangle. Aguests seran on es tallen
cada parell de rectes:

{y:g—>0=(o,0)

y:

=0 =0

V=R LT A—(80)

X+y=8 |x+0=8

y=X - y=X - y =X —>x:y=4—>B=(4,4)
X+y=8 [X+x=8 |2x=8

Sigui X la distancia representada en color lila al dibuix adjunt. Aleshores tenim que el
rectangle fard X d'alturai 8—2X de base. Noteu que la X té sentit en I'interval [0,4].

Per tant, I'area del rectangle serd A(X) =X- (8— 2X) X e [O, 4]

Per optimitzar la funcid derivem i igualem a zero:

A(X)=x-(8-2x)=8x—2x" —> A'(X) =8-4x
A'(x)=0—->8-4x=0—>8=4x—>x=2

Interval (0,2) 2 (2,4)
Signe de
A(x) + 0 -

Monotonia
de A(x) /' M \l

Per tant el punt X =2 és un maxim i les dimensions dptimes sén un rectangle 2 X 4.

Noteu que en aquest cas per saber que X=2es tractava d'un mdaxim també
resulfava molt senzill avaluar la segona derivada.

A(X)=8—4x —> A"(X) =4 — A"(2) =—4 <0 —> X =2 &s un méxim.

Tornar a I'’enunciat
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73) PAU 2012 Seérie 3 Qiestié 2:
Donades larecta Y =3X+Db ila pardibola Y = X°

a) Calculeu I'abscissa del punt on la recta tangent a la pardbola és paraldela a la
recta donada.

Larecta Yy =3X+b té pendent 3.

Si la recta tangent a la corba Y = x> ha de ser parallela a la recta anterior també

haurd de tenir pendent igual a 3.
Com la pendent de la recta tangent en un punt coincideix amb la derivada de la

corba en aquest punt, hem de calcular en quins punts de la corba Y = X’ la derivada
val 3.

y=x*—>y'(x)=2x

y'(x)=3—>2x=3—> x=g

| b) Calculeu el valor del paradmetre b perque la recta sigui tangent a la pardbola.

Per a que la recta sigui tangent a la pardbola no solament ha de tenir la pendent

. . . - 3
correcta sind també I'alcada correcta. Es a dir, ja sabem que en el punt x=§ la

pendent de la recta tangent és 3 perd per a que la recta y = 3X + b sigui realment

tangent a la corba en aquest punt ens falta afegir que també tinguin el mateix valor.
Per tant,

2
3-§+b= 3 —>g+b=g—>b=g—g—> b:_—9
2 2 2 4 4 2 4

Tornar a I'’enunciat

74) PAU 2012 Série 3 Qiestid 5:

Un triangle equilater de vertexs A, B i C té els costats de 8 cm. Situem un punt P sobre
una de les altures del triangle, a una distancia x de la base corresponent.

a) Calculeu I'altura del triangle de vertexs A, Bi C.
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.

8cm 4cm

Per ser equilater, I'altura que passa pel vértex B divideix del triangle en dos parts iguals,
per tant qualsevol dels dos triangles serd rectangle amb la hipotenusa de 8 centimetres
i el catet petit de 4 centimetres tal i com mostra la figura anterior.

Aplicant Pitagores:

82=h2+4%> 564=h?+16-—>h>=64-16 >h?=48 >h=+/48 > |lh=43

| b) Indiqueu la distancia del punt P a cadascun dels vertexs (en funcid de x).

d(P,B)=h-x=4/3-x

Aplicant Pitagores:
dZ(A,P):42 + X2 —>d(A,P):\/16+X2
):

d(C,P)=d(AP)—>d(C,P)=+16+X

A 4cm Zcm  C

c) Determineu el valor de x perquée la suma dels quadrats de les distancies del punt a
cadascun dels tres vertexs sigui minima.

S(x):dz(A,P)+d2(B,P)+d2(C,P):(M)2+(4J§_x)2+(M)2 _

=16+ X2 +48—8y3x+ X2 +16 + X* = 3x* —8/3x+80 — S(x) = 3x* ~8+/3x + 80

Per minimitzar aquesta funcié igualem la derivada a zero.
S(x)=3x* ~8\3x+80 > S'(x) = 6x 83
83 |l 43

S'(x)=0—>6x—8\/§:0—>6x:8\/§—>X:T—> x==3

Per saber si és un mdaxim o un minim avaluem la segona derivada.

S'<X>=6X—8J§+S"<x>=69s'{%

44/3
):6>0_)X:T €s un minim.

Tornar a I'’enunciat
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75) PAU 2012 Série 4 QuUestio 4:

Una fabrica produeix didriament X tones d’'un producte A i (40—5X)/(10—X) tones
d'un producte B. La guantitat maxima de producte Aque es pot produir és 8 tones.

El preu de venda del producte Aés 100€ per tona i el del producte Bés 250€ per tona.
a) Construiu la funcié de la variable X que ens proporciona els ingressos diaris,
suposant que es ven tota la produccid.

Podem observar que X € [0,8].
La funcid benefici sera:

40 —-5x f(X):10())(+10000—1250x
0-x 10—x

f (x) =100x + 250- on xe[0,8]

b) Calculeu quantes tones de cada producte s’han de produir didriament per a
obtenir el maxim d'ingressos, i comproveu gque és realment un maxim relatiu.

10000 -1250x _ ~1250(10 - x) — (10000 —1250x)(~1)

f (x)=100x + f'(x) =100+ : -
10-x (10-x)
f (X) _100+ —12500 +1250x +1(2)000—1250X _100+ —25002 _100— 2500 :
(10-x) (10-x) (10-x)
f (X) =0 —>100—i02 =0—-100= ﬂoz —>100(10 — X)2 =2500—*%
10-x) (10-x)

2 2 2 X=5 x€[0,8]
—>(10—x) =25—-5100-20x+ X" =25—> x"-20x+75=0—> x—15—> X=5
Per tant la solucié optima és X=5i per tant es vendran 5 tones del producte A i
40-5x E _3

10-x 5

tfones del producte B.

Finalment, per comprovar que el punt X=5 tracta realment d'un mdaxim podem o bé
avaluar la segona derivada en el punt o estudiar el signe de la primera.

2500
f'(x)=100—-—— on x<(0,8
Interval (0,5) 5 (5,8)
Signe de

Monotonia

de A(x) /' M \l
En el punt X =5 la funcié passa de creixent a decreixent per tant és un maxim.
Tornar a I'enunciat
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76) PAU 2012 Série 4 Questio 6:
Donades larecta Y =ax+1 ila pardibola Y =3X — X2,

a) Calculeu els valors del pardmetre a perqgue siguin tangents.
b) Calculeu els punts de tangéencia.

Per a que dues funcions yl(x) i yz(x) siguin tangents en un punt X=b s’ha de

complir que ¥;(b)=Y,(b) ique y,'(b)=Y,'(b).
En el nostre cas, yl(x) = yl'(X) =ai yz(x) =3x—X> >y, '(X) =3-2X

Suposem que les dues funcions sén tangents en un punt X =0, aleshores:
{yl(b) =Y,(b) _){a-b+1:3b—b2

y,'(b)=y,'(b) |a=3-2b
—>30-2b*+1=3b-b* 51=b* 5b=1-b=+1

b=1 .., [a=3-2—>a=1
—=
b=-1 a=3+2—>a=>5

—(3-2b)-b+1=30-b* -

[

Per tant, els valors de a per als quals la recta i la pardbola sén tangent sén ||a =

a=>5

En el cas en que @=1 el punt de tangéncia serd (b, f (b)) és adir, (1, A (1)) = (1,2)

En el cas en que a=5 el punt de tangéncia serd (b,f(b)) és a di,

(-2 % (-1))=||(-14)

En el seglents grafics s'ha representat la situacid per a=1i per a a=5i es pot

comprovar que en el primer cas el punt de tangéncia és (1, 2) mentre que en el segon

cas és (—1, —4)
Cas a=1 Cas a=5
' y=5r+1
y=1r+1
ya(x) = 3w — &
o \ Y (u}: 3r — 1
Tornar a I'’enunciat
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77) PAU 2013 Série 3 Qiestid 5:

En una semiesfera de radi R inscrivim un con situant el r
vertex al centre de la semiesfera, tal i com es veu en el &
dibuix.

a)Sabent que el volum d'un con ésigual a l'drea de la
base multiplicada per I'altura i dividida per 3,
comproveu que, en aquest cas, podem expressar el v

volum com V = %h(RZ — hz).

Aplicant Pitagores: R? =h?+r? > r> =R? —h?
Area base = zr? = 7r(R2 - h2)

Area base x Altura _ 7(R?=h*)xh _ ﬂ-h(Rz _h2>
3 3 3

Area con =

b) Trobeu les dimensions d'aquest con (el radi de la base i I'altura) perqué el seu volum
sigui maxim i comproveu que es tracta realment d'un maxim.

v =L (Re )= Z(Reh—p2)

3 3
Podem observar que en |'expressidé del volum aparentment tenim dues variables, perd
aixd és fals. El radi R de la semiesfera és fixe perque la semiesfera ens ve donada i
nosaltres juguem amb I'altura del con h per aconseguir el con de volum maxim. Per
tant:

vV (h) :%(th—rﬁ) SV '(h):%(Rz ~3h?)

2 2
V'(h)zO—)%(RZ—3h2)=0—>R2—3h2=O—>R2:3h2—>h2:%—>h=+ RS

3
R V3

—>h=——>|lh=—R

J3 3

En aquest cas el radi de la base del con sera:

2 2 2 2 2 2
rZZRZ—hZZRZ—i ZRZ—R—:SR R :2R S r=+ 2R RN
J3 3 3 3 V 3
N %

—>r=—R->|r=—R

3 3

Demostrem que es tracta d’'un maxim:

V'(h)= %(RZ —~3h?) >V "(h) = %(O—Gh) —V"(h) =%-(—6h) —V"(h)=-27h -

-V (ij = —27Zi <0—>h= i és un maxim relatiu.

B 5

Tornar a I'’enunciat
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78) PAU 2013 Seérie 3 Qiestio 6:
Sigui f (X) = x> +ax? +bx +c. Sabem que la grafica d'aquesta funcié és tangent a la

recta r:y=X+3 en el punt d’abscissa Xx=-1, i que en el punt d'abscissa Xx=1 la
recta tangent és paraliela a larecta r. Calculeu el valor dels pardmetres a, bi c.

f(-1)=y(-1)
(D)=

H}Qzy@&}»(&f+a@4f+b@4}uh>4+3—»4+a—b+c=2—»a—b+c:3

f (X) tangent alarecta Y =X+3 en el punt —1—){

f(x)=x+ax®+bx+c— f'(x)=3x*+2ax+b

f'(-1)=y'(-1) > 3(-1)" +2a(-1) +b=1—>3-2a+b=1—>-2a+b=-2—>2a-b=2

En el punt d'abscissa X =1 la recta tangent és paraliela a la recta r = En x=1 la
recta tangent té la mateixa pendent que I, és a dir, pendent igual a 1. Perd com la
pendent de la recta tangent en un punt és el valor de la derivada de la funcié en
aquest punt tenim que:

f'(1)=1->3-1"+2a-1+b=1—>3+2a+b=1—>2a+b=-2

Aleshores tenim el segUent sistema:

a-b+c=3
2a—-bh=2
2a+b=-2

Sumant les dues Ultimes equacions tenim 4a=0—>a=0
Substituint en I'Gltima equacié tenim b =-2
Finalment, substituint en la 1a equacié: 0+2+c=3—>c=1

Per tant la solucié al problema és: |la=0, b=-2, c=1

Tornar a I'’enunciat
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79) PAU 2013 Série 4 Questio 4:
Es vol construir un canal que tingui com a seccidé un trapezi L
isosceles de manera que I'ampldria superior del canal sigui el
doble de I'ampldaria inferior i que els costats no parallels siguin
8 metres. A la dreta teniu un esquema de la seccié del canal.
a)Trobeu el valor del segment L de la grafica en funcié de la
variable X (amplaria inferior del canal).

b)Sabem que I'area d'un trapezi és igual a I'altura multiplicada
per la semisuma de les bases. Comproveu que, en aquest cas,

I'drea de la seccidé és donada per
_ 3x/256 - X°
- 4

A(x)
c) Calculeu el valor de x perque I'drea de la seccidé del canal sigui maxima (no cal
que comproveu que és realment un maxim)

- L:5
2

Aplicant Pitagores al triangle acolorit:
2 2
X X
82=h’+L*—>8=h’ +(§)2 —>64=h2+?—>h2 =64—I—>

2 2
N :256_—X%h:_\/25z—x
A (Base major + Base menor)- Altura _ (2x+x)-h _3x-h _ °
2 2 2
3x+/256 — X 3x+/256 — X
=— A(x)=T

A(x) = 220X ()= %-(L\/zsa— X+ x-%(256— x)? -(—2x)j =

3 (e X
—4( 256 — X ’—256—le

3 X2 NG
A(X)=0—> =256 - X ————— |=0>256-X* ————=0—>
(x) 4( x/256—x2] V256 — X
XZ

256X = 5256 x2=X2 —>256=2x> - x*=128 > x=+/128 —

\256 — x?

S x=148/2—% 5(Ix =82

Tornar a I'’enunciat
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80) PAU 2013 Série 4 Questio 4:
La funcié f(X) és derivable i passa per |'origen de b= ()
coordenades. La grafica de la funcié derivada és la '

' . ]

que veieu aqui dibuixada, essent f (X) creixent als \ )
intervals (—OO, —3] i [2,+OO). [ I
a)Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de |
la funcio f (X) en el punt d’abscissa X=0. /

b)Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcié f (X) i classifiqueu aquests
extrems.

L'equacié de la recta tangent a una funci6 f en el punt X=a és

y—f(a)=f'(a)(x-a).

Per tant,en X=0 sera: y— f (0)= f '(O)(X—O)

L'enunciat diu que la funcié f passa per I'origen de coordenades, per tant, f (O) =0.

Si mirem el grafic tenim que | '(0) =1, per tant:

y—f(0)=f'(0)(x—0)—>y—-0=1(x—0)—>|y=x

Interval | (—o0,—3) -3 (-31) 1 (12) 2 (2,400)
Signe de
f '(X) — 0 + 0 — 0 +

T N 2/ w  N | S

Per tant la funcié té dos minims relatius en X=-3 ien X=2 i un maxim relativ en X=1.
Tornar a I'’enunciat

81) PAU 2013 Série 5 Questié 4: (Incomplet)
Pera X>1, considereu la funcié f (X) =+X-1.

a)Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grdfica de f(X) en el punt d'abscissa

iguala 10,

L'equacié de la recta tangent a la grafica d'una funcié f(x) en el punt d'abscissa
x=a é y—f(a)="f'(a)(x—a).

En el nostre cas:

F(x) =X L= (x—1)f > F1(x) = S(x—1)F 1> f(x) = ———

2 2\x -1
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f(10)=+10-1=49=3
1 1 1 1
f ! 10 = = = = —
(10) 2J10-1 29 23 6

y—f(a)=f'(a)(x—a)—=">y— f(10)= f'(10)(x—10) > y—3=%(x—10)—>

61O—>6y—18=x—10—> Xx—6y+8=0

y-3=

Tornar a I'enunciat

82) PAU 2013 Série 4 Questio 4: .

Un triangle rectangle situat en el primer quadrant té el Cc

vértex A en 'origen de coordenades, el vértexs

B= (X, 0) en el semieix positiu d’abscisses i el vértexs C

pertany alarecta x+2y =8. L'angle recte és el que C
A B

correspon al vértex B.

a)Comproveu que l'area del triangle es pot expressar de la manera seglent:
2

X
A(X)=2x -2
()=2x-%

b)Trobeu els vértexs B i C perqué I'area del triangle sigui maxima i comproveu que es
fracta realment d'un maxim.

Donat que el punt C pertany la recta X+2Y =8 les seves coordenades C =(x, y)

hauran de complir l'equacié de la recta X+2y=8 . E a di
x+2y:8—>2y:8—x—>y:8_—x.
2
. 8—X
Per tant, el punt C és de la forma C :[X,Tj
X(S—xj
\ ' X-(8=x —x2 2
AreaTriangIe:BaSEXAItura: 2 )_x(8-x) 8x—x oy X
2 4 4 4
XZ
Per tant: A(X) = 2x T
x° 2X X
A(X)=2x—— > A'(X)=2——=2——
()=20-X 5 a(x)=2- 2=

A'(x)=0—>2—§=0—>2=§—>x=4

Aixi el triangle d’'area maxima s’assoleix quan X =4 i per tant els vértexs seran:

A=(0,0),B=(0,4) i C=(4.2)
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Finalment comprovem que es tracta realment d'un maxim mitjancant la segona
derivada:

A(X)= 2_274"_> A"(x):O—%:_?l—) A"(2)=_71<0—> X = 2 és un maxim relatiu.

Tornar a I'’enunciat

83) PAU 2013 Série 1 Questio é:
Volem construir una tenda en forma de pirdmide regular /?,h\\
de base quadrada. Disposem de 300m* de tela per a la 11\ \
fabricacié de les quatre cares de la tenda (se suposa que / " ||. \
en |'elaboracid de les cares no es perd gens de tela). / 1)\
Designem x la longitud d'un costat de la base de la tenda. / "I
a) Sabent que el volum d'una pirdmide és igual a un terc ¥4 I ’4, |
del producte de I'drea de la base per I'altura, comproveu  /_— \
que, en aquest cas, N l

X,/(9x10*) - x*
V(x)=
6
b)Determineu el valor de X perqué el volum sigui el més gran possible (no cal que
comproveu que el valor obtingut correspon realment a un maxim).

Donat que ja sabem que el costat de la base mesura X, per poder calcular el volum
de la piramide necessitarem calcular I'altura h .
2
X
Per Pitaigores tenim que a® = h? + (Ej (1.
Siles 4 cares de la piramide han de tenir una superficie de 300m? aleshores tenim que

4. X2 300 5 2ax =300 - ax =150 - a = =20
X

Substituint en I'expressid (1) tenim:

2 0 2 2 2
r=n +(§j —a—)(@j =h*+ (E] - 22500 _ he X 90000 _ 4h* + x* >

2 X 2 NG 4 X2

_ 4 _ 4 _ 4
N 900200 ERCIITCIIN 9000(1 X" _ AR 51 = 900002 X ohe /900002 X
X X 4x 4x

Finalment calculem el volum de la pirdmide:

Vv :}-Area base - Alturazlx2 -h =EX2 JM ZEXZ w/_gooooz * -
3 3 3 4x 6 X

4 4
=%X2-§-W=X\/QOO§O_X N V(X):xx/9OOé)O—x

Per poder calcular el valor de x que maximitza el volum hem de derivariigualar a zero.
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4 -1
v (x) = X800 =Xy %(\/90000— X* + x%(QOOOO— x*)? -(—4x3)j -

6

4 4
= 1[x/goooo —-x* - EL‘J = 1(490000 —x* - L‘J
6 2 /90000 - x 6 90000 — x

4 4
VI(X)=O—)%[’\/90000—X4 —ﬁj=0—)x/90000—x4 —ﬁ=0—)

4 2
/90000 — x* = % N («/90000 X ) — 2%* 390000 — X* = 2x* —>
90000 — x

—5 90000 = 3x* — 30000 = x* — x = 4/30000 = #/3-10000 = |[104/3

. , 4
Per tant, el valor de X que fa maxim el volum és X :lO\/§
Tornar a I'enunciat

84) PAU 2014 Série 3 Qiestid 3:

Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3 km d'una platja recta, i just al davant
d'un punt S, situat a la platja arran de I'aiguad; i vol anar a un punt A, situat també
arran de I'aigua i a 6 km del punt §, de manera que el triangle NSA és rectangle en el
vertex S. El nedador neda a una velocitat constant de 3 km/h i camina a una velocitat
constant de 5 km/h.

a) Si P és un punt entre el punt Si el punt A que estd a una distancia x de S, demostreu
que el temps, en hores, que necessita el nedador per a nedar del punt N al punt P i
caminar des del punt P fins al punt A és determinat per [I'expressid

2
t(x)— X +9+6—x.

3 5
. . &— 6 >

A la figura de la dreta tenim representats tots €« X —->:—— 6-X —>
els elements del problema. Ny S /P *A
Calculem primer la distancia NP que és la ,o’l
distancia que el nedador recorre nadant. 3
Per Pitagores, d,” =x* +3° —>d, =+x* +9
La distancia que recorre caminant és PA que \,“»"
evidentment és d, =6 — X N
Com espai és igual a la velocitat per temps, aillant el temps tenim:

e e, d, d X*+9 6-X X*+9 6-X
e=vtst=o=2,% G % - —||t(x)= +

v v, v, 3 5 3 5 3 5
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b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt N
al punt A, passant per P. Quin és el valor d'aguest temps minim?

Per minimitzar la funcid anterior calculem la derivada i la igualem la derivada a zero.
Caicul de la derivada:

2 _ 1
t(x)= X3+9+65X—>t(x):%(x2+9)2+é(6—x)—>
—>t'(x)= l(x +9) 2x—1—1-iA—l—>t'(x x 1

2 5 3 Zx*+9 5 3x2+9 5
Igualant a zero:
X 1 X 1 2

t'(x - =0 ——— == 55x=3yX*+92X>
(x)=0 \/ x*+9 5 WX +9

5 25x% = ( ) 5x> =9x? +81 —>16%? =81 — X? _fé—>

BL .9 o9
16 4 4

NOTA: Tof i que el problema no ho demana s'hauria de calcular que aquest punt
correspon a un minim relatiu, la manera més facil de fer-ho seria avaluar la funcié
derivada a I'esquerra i a la dreta d’aquest punt. Podem observar que a I'esquerra de

X= % per exemple, per a X =0 la funcid t'(X) és negativa mentre que a la dreta del

! . " 9
punt X =%, per exemple per a x =3t (X) és positiva. Per tant, en el punt XZZ la

derivada s'anulla i passa de negativa a positiva i per tant aquest punt es tfracta d’'un
minim relatiu. Evidentment també es podria raonar avaluant la segona derivada en

aguest punt, en aguest cas dona t"(X)

9
Per tant el temps minim s'assoleix per a || X =Z = 2,25km|| i aquest temps minim serd

(5)+9 6-

()= g - hores

Tornar a I'’enunciat
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85) PAU 2014 Série 4 Questio 1:

X+3
Considereu la funcié f (X) ="

X—2
a) Calculeu les asimptotes verticals, horitzontals i obliques de la funcio f .

» Asimptotes verticals:
La funcié tindra asimptotes verticals en aquells valors de X on doni infinit, és a dir,

aquells valors x=a on lim f ( ) to0 . En el nostre cas, evidentment és el punt X =2

x—>a*

on s'anul1a el denominador perd no el numerador.
Aleshores, com lim f(x):—oo ja podem assegurar que la recta X=2 és una

X—2"

asimptota vertical de la funcid.

» Asimptotes horitzontals:
y=L és una asimptota horitzontal de la funcid f si un dels limits lim f(X) o

X—>—00
XILrIlmf(X)dono L.
. X+3 243 X432 140 1
Calculem lim f( )—llm——llm _I|m t=——=-=1>y=1 és
X—>-400 X0 X — 2 X sz X—>00 i _ i 1-0 1

asimptota horitzontal de la funcié.

» Asimptotes obligies:
Si una funcid té asimptotes horitzontals aleshores no en pot tenir d’obliqUes, per tant f
no té asimptotes obliqUes.

b) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcio f en aquells punts en
que la recta tangent sigui paratela a larecta Yy =—-5x+4.

Si la recta tangent a f és parallela a la recta Yy =-5x+4 aleshores les dues rectes

han de tenir la mateixa pendent.
Pero la pendent de la recta Yy =-5X+4 és -5, per tant, la recta tangent que estem

buscant també ha de tenir pendent 5.
Perd la pendent de la recta tangent a una funcié f en un punt X =a coincideix amb

el valor de la derivada de la funcié f en aquest punt x=a.
f(x) = x+2_) f,(X):1-(x—2)—(x+3)-1_x_z_x_s_ -5
X_

(x-2°  (x-2)  (x-2f

f'(X):_5_>%:_5—>(X—2)2=1—>X—2=\/i—>x—2:i1—>
X_

X—2=1->x=3

X-2=-1->x=1

Per tant hi ha dos punts on la recta tangent a f serd paraliela alarecta Yy =-5Xx+4,
aquests punts séon x=11i x=3.
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 Equacié de larecta tangenta f enel punt x=1:

Recordant que I'equacié de la recta tangent a una funcié f en un punt X=X, és

Y= (%)= '(x)(x=%) tenim:

y—f(1)=f'1)(x-1)>y+4=-5(x-1)> y+4=-5x+5-|y=-5x+1

* Equacié de la recta tangenta f en el punt x =3:
y—f(3)=1'(3)(x—3)>y—-6=-5(x-3) > y—6=-5x+15—|y=—5x+21

Tornar a I'’enunciat

86) PAU 2014 Serie 5 Questio 2:

Siguin les funcions f (X) _€ 4+ b i g(x) =+3X+4.

a) Determineu el domini i el recorregut de la funcié g .

g(x)=+\/3m

Per poder calcular una arrel quadrada es necessita que el radicand sigui positiu o zero.
AiXi:

3X+420—)3XZ—4—)XZ%4—)D(g(X)):{XER/XZ?}Z{%‘l,-FOOj

Per tant, ||D(g(x)) = [%4 +ooj

El recorregut serd R(g) = [0’+°°)

b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les funcions sén tangents
(és a dir, tenen la mateixa recta tangent) en el punt d’'abscissa X =0.

Per a que dues funcions f i g siguin tangents en un punt X =4a en aquest punt han de
coincidir tant les funcions com les seves derivades, és a dir, s’Tha de complir que

f(a)=g(a)i f'(a)=g'(a).
En el nostre cas, com X =0, s’haurd de complir que | (0) = g(O) ique f '(0) =g '(0).

e®+b e’+b 1+b
f(x) — f(0)= 1 "2

g(x)=+3x+4 > g(0)=+/3-0+4 =+/0+4 =14 =2

f(0)=g(0)—>%=2—>1+b=8—>b=7

_e”+b

INST|TUT C/ Pasquali Batlle, 1-15 08790 Gelida Telefon: 93779 04 50 Pag. 128
GE‘,.}A e-mail: a8035246@xtec.cat https://agora.xtec.cat/iesgelida




N Generalitat de Catalunya

Departament d’Educacié

S institut Gelida Departament de Matematiques
e +b . e™ +7 1 a
f(x)= T 5 f(x)= - f'(x)==e*-a=—e* >
()= ()=~ (0= g a=2
S f(0)=2e0 =212
4 4 4

1 1 19 3 -1
— 3%+ 4 —(3x+4) > g'(X)==(3x+4) " 3=2(3x+4) =— 2
g(x) +/3x + —>g(x) (x+ ) —>g(x) 2( x+4) 2( x+4) N,

2J3-:0+4 2Jo+4 24 2.2

3
4

f'(O)zQ'(O)—)%z%—)&zC& .

Per tant, la resposta al problema és :; ]
a :3i b — 7 i ) 5 o 1 2 3 H 5 H 7

A la figura de la dreta estan dibuixats tots els elements del problema.
Tornar a I'enunciat

87) PAU 2014 Serie 5 Qiiestié 4:

Sabem que una funcié f té per derivada la funcié f (X) = (3X— 2)2(X— 2) )

a) Calculeu els valors de X en qué la funcié f té un maxim relatiu, un minim relativ o
un punt d’'inflexid, i indiqueu en cada cas de queé es tracta.

* Maxims i minims relatius:
Per estudiar els maxims i minims relatius hem d'estudiar els punts on s'anulda la
derivada:

f'(x)=(3x—2)2(x—2)

(3X—2)2—0—>3x—2—0—>3x—2—>x—g
f'(x)=0—(3x-2)°(x-2)=0— - - - =3
X—2=0—>x=2

Donat que el domini de la funcié es tot R hem d’estudiar el signe de la derivada en
els segUents intervals:

Interval (—oo,%) % (g, 2) 2 (2,+oo)
Signe de
f '(X) - 0 — 0 +

Monotonia

de f(X) \l \l M /’
Observem que en el punt X =2 la funcid passa de decreixent a creixent per tant
X =2 és un minim relatiu.

Notem que tot i que en el punt X =§ s'anulla la derivada de la funcidé, aguest punt no
és un extrem relatiu perqué la funcid no canvia la seva monotonia en aquest punt.
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* Punts d’inflexié:

Per calcular els punts d'inflexié hem d’anul lar la segona derivada:
f'(x)=(3x—2)"(x=2) = f"(x)=2(3x—-2)-3(x—2) +(3x-2)" -1

- f"(x)= 6(3x—2)(x—2)+(3x—2)2 = 6(3x2 —6x—2x+4)+9x2 —12x+4 =
=18x° —48x+ 24+ 9x* —12x + 4 =27x* —60x + 28

f"(x):0—>27x2—60x+28:0—>{

Donat que el domini de la funcié és tot R i que no hi ha cap punt on “es frenqui” i que
per tant s’hauria d’afegir a la segUent taula, hem d’estudiar els intervals seguents:

Interval (—00%) % (%, %) % (%, +°0)
Signe de

(x)
vl NG I 17 Vi IR N

+ 0 — 0 +

Per tant, la funcié té dos punts d'inflexié X = % i X= % .

b) Determineu la funcié f sabent que s’anulda en el punt d’abscissa X = 2.

Ens demanen determinar la funcié f sabent que f'(x):(Sx—Z)z(X—Z) i que f

s'anulla en X = 2. Evidentment hem d'integrar.
f'(x)= (3x—2)2(x—2) = (9x2 —12x+4)(x— 2) =9x° —12x* + 4x —18x* + 24x -8 =
= 9x*—30x + 28x—8 — f (x) = [(9x* —30x’ +28x—8)dx:%x4 ~10x° +14x° —8x +C

f(2)20—)%-24—10-23+14-22—8-2+C:O—>36—80+56—16+C:O—>

—>-4+C=0>C=4—> f(x):%x4—10x3+14x2—8x+4

Tornar a I'’enunciat
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88) PAU 2015 Série 2 Questié 3: (Incomplet)
a)Determineu I'equacié de la recta tangent a la corba Y = x> en el punt d'abscissa
X=2.

L'equacié de la recta tangent a una corba f(x) en el punt x=a és
y-f(a)=1f'(a)(x-a)

En el nostre cas:

f(x)=x>—>f(2)=2°=8

f(x)=x"—>f'(x)=3x*—>'(2)=3-2=3-4=12

Per tant:

y—f(2)=1'(2)(x-2)>y—-8=12(x—2) > y—-8=12x-24 — ||y =12x—16

Tornar a I'’enunciat

89) PAU 2015 Serie 2 Qiiestio é:

La portalada d'una catedral estd formada, en la part superior, per un /2
arc de mitja circumferencia que recolza sobre dues columnes, com
iHustra la figura adjunta, en que x és el diametre de la circumferéncia,
és a dir, la distancia entre columnes, iy és |'alcdria de cada columna. x

2 }l
X
a) Comproveu que la funcid f(x,y)=?+xy determina I'drea

d'aquesta portalada.

L'area de la portalada serd la suma de I'area d'un rectangle de base X i altura y i

I'area d'un semicercle de radi § Per tant:

1 (xY X X
A=A+A =Xy+—7| = | =Xy+—m—=||Xy +—
A+A =Xy 2”(2) Xy +om =X+

b) Si el perimetre de la portalada fa 20 m, determineu les mides x i y de la portalada
que en maximitzen I'area.

Perimetre =20—>x+2y+%-2nr=2o—>x+2y+;zr=2o—>x+2y+7z5=20—>

X 7TX X T+ 2
—-2y=20-——-Xx—->y=10-—-—-—|y=10- X
2 4 2
2 T+2 2
X y=10-=—"x X T+2
f(X,y)=——+xy L f(X)=——+x[10-——=x | >
8 8 4
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2 2 2 2
X T+2)\ 77X XS 2X
- f(x)= +10x—x2(—4 j: 1Ox————4 =

Xt +80x—27x2 —4x*  —mx* —4x* +80x Sl (x)- —7X? — 4x* +80x
8 8 8

 Per tfrobar el maxim hem de derivar la funcidé i igualar-la a zero:

, —27X—8x+80
Fr(x)= 5
f(x):O-»‘Q”X;fx+80=0-»—2nx—8x+80=0—;£»—nx—4x+40=0-»

—>4O:7zx+4x—>40:x(7z+4)—> x:imetres
r+4

* Comprovem que és un maxim:

f.(x)z—ZﬂX—8X+80_)f,,(x):—Zﬂ—S_)f,,[ 40 j=—27z—8<0_)
8 8 T+4 8

40 » .
—> X= €s un maxim relatiu.

T+4

10(7 +2
y=10-Z+2y19_Z+2. 40 44 (7+2) ;o 107+20
T+4 7+4 7+4

107 +40-107-20
T+4 T+4

metres

Tornar a I'’enunciat

90) PAU 2015 Serie 4 Qiesti6 2:

Siguila funcié f (x) =x* —4x* + 4x.

a)Calculeu I'equacid de la recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt
d'abscissa x=1.

L'equaci®é de la recta tangent a una corba f(x) en el punt XxX=a és

y—f(a)="f'(a)(x—a)

f(X)=x"—4x* +4x — f'(x)=3x* —8x+4 P
f(1)=L-4-22+4.1=1-4+4=1 b

’ (1,£(1))
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f'(l):3-12 —-8:1+4=3-8+4=-1

Per tant, la recta buscada sera y— f (1)= f'(1)(x—1) que en el nostre cas déna:

y-1=-1(x-1) > y—-1=—x+1->|ly=—x+2

En la figura de la part dreta s’han representat els elements del problema.

b) Calculeu les abscisses dels punts de la grafica en que hi ha un minim relatiu, un
maxim relativ o una inflexio.

Per trobar els maxims i minims relatius s’ha de igualar a zero la primera derivada. Per
trobar els punts d'inflexid¢ s’ha de igualar a zero la segona derivada. Aixi tenim:

* Maxims i minims relatius:

2

X==

f'(x):0—>3x2—8x+4:0—> 3
X=2

Hem de considerar els intervals separats per aquest punts més els punts on la funcid
deixa de ser derivable perd en aquest cas no hi ha cap perqué f és un polinomii per
tant derivable en tot R . Per tant:

Interval (—OO%) 2 (%, 2) 2 (2,+0)
Signe de
f '(X) + 0 - 0 +

s e N -

Aixi la funcié té un maxim relativ en X = gl un minim relativen Xx=2.

 Punts d’inflexié:

f'(x)=3x*-8x+4— f"(x)=6x—-8

f"(x)=0—>6x—8=0—>6x=8—>x=§—>x=

w| s

Interval (—oo,%) % (%, + oo)
Signe de
f'(x) |~ 0 *

Curvatura
weix)| 7N | 1 [\

Tornar a I'’enunciat
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91) PAU 2015 Seérie 5 Qiestié 5:
Siguin X iy les mesures dels costats d'un rectangle inscrit en una circumferencia de

didmetre 2.
a) Comproveu que la superficie del rectangle, en funcié de X, és donada per

I'expressid S(X) =4x* —x" .

X4y =22 55X +y =45y =4-x 5y=J4-X°

S=Base- Altura=x-y= X4 — X2 =||\Jax% — x*

b) Calculeu els valors de les mesures X i y per als quals la superficie del rectangle és
maxima i calculeu el valor d’aguesta superficie mdaxima.

Per calcular la superficie maxima hem de derivar i igualar la derivada a zero.

La funcid a maximitzar és: S (X) =4x* = x* xe [0, 2]
S(x)=v4x* —=x* - S(x)= (4x2 —~ x“)% —S'(x) = %(4x2 - x“)%_l . (8x—4x3) =

8x — 4x° Z'(4X—2X3)_ 4x - 2%°

B 244x% = x* ) Zax? —x* - Jax? —

= %(4x2 —x* )_% -(8x - 4x3)

4x —2x°

Jax? = x?

{2x=0—>x:0
%

2-x2=05x1 =2 Xx=412—2 5x =12

S'(x)=0— =0 4x-2x’=0->2x-(2-x*)=0—

Per tant les dues Unigues solucions que tenen sentit fisic son X=01i X = +«/§

S(O)=0, per tant X =0 correspondria a un minim. De fet, quan la X és zero el que
tenim no és un rectangle sind un segment vertical de longitud 2.

Per saber si X = \/E €s un maxim o un minim relatiu podem o bé trobar el signe de la
segona derivada en aquest punt que resultara dificil perque S (x) és una funcié
complicada o també podem estudiar el signe de la primera derivada en un entorn del
punt X = \/5 Ens inclinarem per aquesta segona opcid.
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Interval [0, \/E) 2 (\/2_, 2}
Signe de
f'(x) + 0 -

Monotonia
wet) | 7m0

Obtenim que en el punt X = \/5 la funcid passa de creixent a decreixent i per tant en
aquest punt hi ha un maxim relatiu.

y=m=m:m:ﬁ

Per tant, el rectangle de superficie maxima és el quadrat de costat X= y:ﬁ ila
superficie maxima serd:

S(x)=ax —x° —>s(\/§):\/4(\/§)2—(\/§)4 —Ja2-4=-yB—4=Va-[2]

Tornar a I'’enunciat

92) PAU 2016 Seérie 3 Qiestié 3:

Siguila funcio f (x)=x-e*".

a)Calculeu I'equacid de la recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt
d'abscissa x=1.

L'equacié de la recta tangent a una corba f(x) en el punt X=a és

y-f(a)=1'(a)(x-a)

f(x)=x-e" > f'(x)=1le"+x-e*"-1=e""+x-"" = (1+x)e*"

f(x)=x-e"—>f(1)=1e"=1.e"=11=1
f'(xX)=(1+x)e' > f'(1)=(1+1)-e"" =2-e"=2.1=2

Aleshores la recta tangent serd:
y—f(1)=f'(1)(x-1)>y-1=2(x-1)>y—-1=2x-2—>|y=2x-1

En el segUent dibuix hem representat la funcid i la recta tangent en el punt x =1.
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b) Determineu en quins intervals la funcid f és creixent i en quins intervals és

decreixent.

Per estudiar el creixement i el decreixement de la funcié hem d'estudiar el signe de la
seva derivada.

f'(x)=(1+x)e*
l+x=0—>x=-1
F'(x)=0 L+ x)e =01 1
e =0->Ine" =In0>x-1=In0—>#

Per tant, I'Unic punt on s’anulia la derivada és el punt X =—1. Aleshores fem la taula
de signe de la derivada notant que el domini de la funcié és tot R.

Interval (—o0,—1) -1 (—1,+00)
Signe de
f'(x) - 0 +

Monotonia
e fx) | N | m |

Hem obtingut que la funcié és decreixent en I'interval (—oo, —1), creixent en I'interval

(—1, +oo) ien el punt X =-1 té un minim relatiu que també és absolut.

Tornar a I'’enunciat
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93) PAU 2016 Série 1 Questid 5:

Volem fer un envds de gelat amb forma de prisma regular de base quadrada i amb
una capacitat de 80 cms3. Per a elaborar-ne la tapa i la superficie lateral, farem servir
un material determinat que costa 1 €/cm?2, perd per a la base haurem d'utilitzar un
material que és un 50 % més car.

a) Si x és la mesura, en cm, del costat de la base, comproveu que la funcidé que
320

determina el preu de I'envds és P( ) 2,5x° +
X

Sigui X el costat de la base en cm tal i com diu el problema i sigui
h I'altura en cm de I'embds.

. N 2
Aleshores el volum del prisma serd: V = X" -h.

Com I'enunciat ens diu que aquest volum ha de ser igual a 80 cm3
aleshores tenim:

V:80—>x2-h=80—>h=$.
X P

Finalment calculem el preu de construir I'embads:
« Preu de la tapa: 1- X% = x?
80 320

X X

* Preu de les quatre cares laterals: 1-4- X -h =4xh = 4x

« Preu de la base: 1,5- X2

Preu total: P(x):x2+@+1,5x2—> P(x)=2,5x’ +@
X X

| b) Calculeu les mides que ha de tenir I'envds perqué el preu sigui el minim possible.

Per trobar el minim de la funcié P(x) I'nem de derivar i igualar a zero.

P(X)= 2,5 + 220 5 pr(x) =5x+ L2320 _gy 32
X X X

Pi(x)= 05320 0, =320 o 5 5p0-0550 =320 5 ¢ = 320,
X X

X =64 x=364 > x=4

Per tant, I'embds ha de ser un prisma regular de base [[X=4cm|| i altura

-2 =5em—
X

NOTEU que el problema no demana demostrar que realment es tracta d'un minim per
tant no ho fem.
Tornar a I'enunciat
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94) PAU 2016 Seérie 1 Qiestié 4: (Incompleta)
Siguila funcio f (x)=sin(x).
a) Calculeu I'equacié de les rectes tangents a la funcid f en els punts d'abscissa X = 0i

X =7, respectivament. Trobeu les coordenades del punt en que es tallen les dues
rectes.

L'equacié de la recta tangent a una corba f(x) en el punt x=a és

y-f(a)=f'(a)(x-a)

En el nostre cas f(0)=sin(0)=0, f(x)=sin(z)=0
f (x)=sin(x) — f'(x)=cos(x) > f'(0)=cos(0)=1i f'(x)=cos(z)=-1

Per tant, les rectes seran:
» Recta tangenten x=0:

y—f(0)=f'(0)(x—0)>y-0=1(x-0)—>|y=x

* Rectatangenten X=rx:
y—f(z)=f'"(z)(x—7)>y-0=-1(x—7)—>

El punt on es tallen les dues rectes serd la solucié del sistema format per les dues

eqguacions:
y:X y:)(
SX=-X+T > 22& =1 >X=2—Esy=25](xy)=(%,%)
y:—X+7Z' 2 2 212

Tornar a I'’enunciat

95) PAU 2014 Serie 3 Qiiestid 5:
Considereu el tetraedre que té per vértexs els punts A:(X, 0,1) . B :(O, X,l) .
C=(30,0)i D=(0,%,0), amb 0<x<3.

a) Comproveu que el volum del tetraedre és donat per [I'expressid

V(x):%(—x2+3x).

AB=B-A=(0,x1)—(x01)=(-xx,0)
AC =C-A=(3,0,0)-(x,0,1)=(3-x,0,-1)
AD =D-A=(0,%,0)—(x,0,1)=(-xx-1)

-X 3—-X =X -1 3-x —Xx
det(ﬁ,ﬁ,ﬁ): X 0 X|=x|1 0 X|=
o -1 -1 o -1 -1
=X-(X—X+3-x)=X-(3—Xx)
Per tant:
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0<x<3

V(x)=%‘det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)‘=%|xo(3—x)|=%|x-(3—x) = Ex~(3—x)= %(—x2+3x)

b) Determineu el valor de X que fa que el volum sigui maxim i calculeu aquest volum
maxim.
NOTA: Podeu calcular el volum del tetraedre de vertexs A, B, C i D amb I'expressid

< [det (A8, AC, AD)

Per poder trobar el maxim d'una funcié hem de derivar-la i igualar a zero la seva
funcié derivada. En el nostre cas:

v (x):%(_xz +3¢) >V '(x):%(—2x+3)
V'(x):O—>%(—2x+3):0—>—2x+3:0—>2x:3—>x:g

V()= 1 (-2x43) >V "(x)=%~(—2):%2=%1<0—>v"G]=%1<O—>x=g s un

mMaxim.

3
Donat que el volum maxim s'assoleix en el punt X =— aquest volum sera:
2

(AL A

cuUbiques

9 9 3 .
S | e unitats
4 24 8

Tornar a I'’enunciat

96) PAU 2014 Serie 5 Qiiestié 3:
Responeu a les qUestions seguents:
a) Calculeu els maxims relatius, minims relatius i els punts d'inflexié de la funcid

f(x)=2x>-9x*+12x—4.

Per a calcular els maxims i minims relatius i els punts d'inflexid hem d'estudiar els punts
on s'anullen la 1a i la segona derivada de la funcid. Podem observar que com que

f(x) és una funcidé polindmica, és contfinua en tot Ri infinitament derivable amb

fotes les seves derivades continues, per tant, podem descartar qualsevol fipus de
problema amb la continuitat de les derivades.

e Maxims i minims relatius, monotonia de f:

f(x)=2x*-9x* +12x—4 — f'(x) =6x" —18x+12
x=1

f'(x):0—>6x2—18x+12:01—6>x2—3x+2:0—>{ )
X =
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Interval | (—o0,1) 1 (12) 2 (2,40)
Signe de
f '(X) + 0 — 0 +

il e N -

Pertant, f t& un maxim relatiu en X =1 i un minim relativ en X =2.

e Punts d'inflexid, curvatura de f:
f'(x)=6x>-18x+12— f "(x)=12x-18

£7(x)=0->12x 18 =0 >12x =18 > x= > » x= >
12 2

Interval (—oo,%) 3 (%, -|—oo)
Signe de
f'(x) |~ 0 *

Curvatura
et | 7N | 1 [\

De la taula deduim que f té un Unic punt d’inflexié en X =

N | W

b) Expliqgueu raonadament que si f (X) és una funcié amb la derivada primera
continua en l'interval [a, b] i satisfa que f '(@)>01i f'(b)<0, aleshores hi ha, com a

minim, un punt de I'inferval (a, b) en qué la recta tangent a la grafica de f(x) en

aqguest punt és horitzontal.

El teorema de Bolzano diu que si una funcié f és continua en un interval [a, b]i té
diferents signes en els extrems de I'interval, aleshores podem assegurar que f té una

arrel en I'interval (a, b).

Fixem-nos que en el nostre cas és la funcié f'(x) la que compleix les hipotesis del
teorema de Bolzano perqué I'enunciat diu que f'(x) és continua en [a, b]i que
f'(a)>0i f'(b)<0. Per tant, aplicant el teorema de Bolzano a la funcié f'(x)

tenim que existeix un punt de I'inferval (a, b) on f'(x)=0. Perd precisament els punts
on s'anula la derivada d'una funcié son els punts on la recta tangent a la funcié és
horitzontal, per tant, existeix un punt de I'interval (@, b) on la recta tangent a la grafica
de f(x) en aquest punt és horitzontal.

Tornar a I'enunciat
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97) PAU 2017 Seérie 1 Qiestié 3:

Sigui la funcié f(x): T ¢ en que k és un parametre real diferent de 0. Per als
X —_
diferents valors del parametre K :

a) Calculeu el domini i les asimptotes de la funcid.

e Domini:

El domini d’'una funcid és el conjunt de tots els punts on es pot calcular. En el nostre
cas, per fractar-se d'una fraccié algebrica, la funcié es podrd calcular sempre
excepte quan dividim per zero. Per tant:

Si k>0:

X —k=0->x2=k > x=+Jk > D(f):]Ri—{J_r\/E}

Sik<0:
Xz—k:0—>X2:k—>X=i«/E—> No té solucié — D(f):R

e Asimptotes horitzontals:

y = L asimptota horitzontal de la funcié f <> lim f(x)=L

X—>to0

En el nostre cas:

2 w2
|Imf(X)=|Im2Lk=|Im—Xk:I|m Xk :L:Q—O_)
X2 — XZ'[l_zj 1-% 1-0 1
X

Larecta ||y =0|| és asimptota horitzontal de la funcié f .

e Asimptotes verticals:

la recta x=a és asimptota vertical de la funcio f(x) si lim f(x)=%0 o
X—a
lim f (x)=c0.

x—a*

En el nostre cas aixd solament pot passar quan dividim entre zero. Per tant, en el cas en
que k <0 ja hem vist que mai dividirem entre zero perqué I'equacid x?—k=0 no té
solucié per a valors de k ne gatius.
Per tant, si kK <0 la funcié no té asimptotes verticals.
En el cas en que k >0 tenim que:

lim f(x)=lim———= lim 12 __2 2
x>k x>k X°—K x> k(\/E) —k k—-k O

=o— Lla recta y:\/E és

asimptota vertical de la funcié f .

Andlogament obtenim que larecta y = —\/E també és asimptota vertical de f .
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e Asimptotes obliqies:

Si una funcid té asimptotes horitzontals per un costat aleshores no en pot tenir
d'obliqies pel mateix costat. Per tant, f no té asimptotes obligies.

| b) Calculeu els punts amb un maxim o un minim relatiu.

Per poder calcular els maxims i minims relatius hem de derivar i igualar a zero la
derivada.

f(x)= af'(X)zo'(Xz‘k)‘l'ZX: -2x

(xz—k)2 (xz—k)2
—2X

f'(X)=O—>ﬁ=0—>—2x=0—>X=Osempreiquon k=0
X —k

Per tant, si k # 0 existeix un Unic candidat a mdaxim o minim relatiu. En aquest cas
obtenim que el punt X =0 és un maxim relatiu:

Interval (—o0, 0) 0 (0, + o)
Signe de f' + 0 —

Monotonia de
f / M \

1
En el cas k =0 la funcié quedaria f (X) =— i en aquest cas la funcié derivada seria
X

2

. -2 . . L C
f (X):—3 que no s'anulla mai i per tant en aquest cas no hi ha maxims ni minims
X

relatius. Perd cal notar que aqguest cas el descarta I'enunciat del problema perqué
suposa valors de k #0.

Tornar a I'’enunciat
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98) PAU 2017 Série 1 Questid 6:
Considereu un con de 120 cm?3 de volum que té una altura h, un radi de la base x i una
aresta a, com el de la figura seguent:

01
a) Comproveu que a? =—-=+h?
Vs

El volum del con és un terc de la superficie de la base per I'altura. Es a dir:

V :Eﬂ'th
3

Si el volum del con és de 120 cm3 tenim que: V =120 —» %ﬂxzh =120 — zx*h =360

360

T

Alllant X* de I'expressié anterior tenim que: 7x%h =360 — X

360
Aplicant el teorema de Pitaigores tenim que: a® = x* + h? =—h+ h?* com demanava
pa

I'enunciat.

b) Calculeu I'altura del con que té I'aresta de longitud minima.
NOTA: Recordeu que el volum del con és un terc del volum del cilindre recte que té la
mateixa base i la mateixa altura que el con.

Per minimitzar la longitud de I'aresta a hem de derivar la seva expressid i igualar-la a
zero.
Podem observar que és equivalent minimitzar la longitud de I'aresta a que minimitzar el

2 p . s L s \ . , e
seu quadrat a” que té una expressio més facil perque ens evitem I'arrel. Minimitzarem

. 2 , .z N
per tant la funcid a” que com podem comprovar é€s una funcid que depen de la

variable h.
. , . 5 360 1 ,
Es a dir, freballem amb la funcié f (h)=a®(h)=—- - +h
V4
Derivant tenim que  f'(h) = 360, (_—;Lj +2h
7 \h
lgualant a zero:
f'(h)=o—>@-(_—21j+2h=o—>2h=@-i2—>2h3 _300 300
7 Uh 7 h T 27
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_)h3—@_) h—3@
T dﬂ

Es pot comprovar que es tracta d'un minim ja que f'(x)<0 quan Xe(O, ﬁ%) [

f'(x)>0 quan XG(Q/@, +oo),

Tornar a I'’enunciat

99) PAU 2017 Série 2 Qiestid 4:
De les funcions f(x), f'(x). g(x) i g'(x).en coneixem els valors segients:

x | f(x) | f'(x) X g(x) | 9'(x)
0 1 0

2
1 0 —6 1 3 3

a) De la funcié f(x) sabem també que el pendent de la recta tangent a un punt

d'abscissa X és 4x3 —9x? —2x+1. Trobeu f(X).

Sabem que la derivada d'una funcié en un punt coincideix amb el pendent de la
recta tangent a la funcié en aquest punt. Per tant, si el pendent de la recta tangent a

la funcid f en el punt d’'abscissa X és 4x° —9x* —2x+1 podem assegurar que
f'(x)=4x*-9x* —2x +1.

Per tant, f =.[(4x3 —9x% —2x +1)dx =x* -3 -x*+x+C

De la primera taula tenim que f (0) =2, per tant:

f(0)=2—-50*-3-0°~0°+0+C=2—->C=2—| f (x)=x* =3¢ = X* + x+2

b) Calculeu (go f)'(1).

Aplicant la regla de la cadena tenim que (go f)'(x)=g '(f (X)) f'(x)

Que en el cas de I'abscissa X =1 quedara:

(9°F)(@W)=9'(f (1) (@)=

Substituint pels valors corresponents que ens donen les taules de valors dels enunciats
tfenim:

~9'(0)-(-6)=1:(-6) -

Tornar a I'’enunciat
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100) PAU 2017 Seérie 5 Questio é:
El croquis de sota representa la paret d'unes golfes amb el sostre inclinat, en la qual es
vol construir un armari rectangular com el de la zona ombrejada.

a) Expresseu I'drea del rectangle en funcié de la longitud x del segment AB.

L'area del rectangle serd base per altura.
Sianomenem X a la distancia AB és obvi que la base de I'armari BC mesura 6—X.

Podem observar que I'habitacié en un costat fa 1 metre d'alt mentre que en I'altre
costat fa 3 metres. Es a dir, la teulada puja 2 metres.

Pel teorema de Tales, si en 6 mefres de base la teulada puja 2, en x metres de base en

pujard...

6m——-2

m m—)6h:2x—>h:2x—>h:§.
Xxm———h 6 3

X
Per tant I'altura de I'armari serd 1+§.

Finalment I'area de I'armari resulta:

2 2 2

A= Base x Altura :(6—x)-(1+§)=6+2x—x—%=6+x—%—> A(x):6+x—%

Per si no ha quedat clar el cdlcul de I'altura de I'armari I'acompanyem del segUent

dibuix:
C!
y = A
i
s B’ :
, T 3. A , h ‘;,
4 A X B o
1; < % >
v v
g < &% >

Si pugem el terra de I'habitacid un metre, de manera que I'habitacié tingui 0 metres
d'alcada en un costat i 2 metres en I'alire obtenim el triangle ACC'.

Podem observar que els triangles ACC' i ABB' estan en posicié de Tales i per tant son
semblanfs.

Aleshores, pel teorema de tales tenim que =2 —» 2 =h > h=%.
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b) Determineu les dimensions del rectangle si volem que tingui una superficie maxima i
calculeu aquesta superficie maxima.

e Per trobar I'drea maxima derivem i igualem a zero.

2
A(x):6+x—%—> A'(x):l—2

3
2X 2X

A'(x)=0—>1——=0—>1=——>3:2x—>x=§=1,5 metres
3 3 2

3
e Comprovem que efectivament X = E es tfracta d'un maxim relatiu:

A'(X)zl—%—)A"(X)z—%—) A"(%):—§<O—>A(X) és concava en ng i per

tant es fracta d'un maxim relatiu.
e Les dimensions de I'armari seran:

3 12-3 9 X
Base: 6—§=T=E= Altura: 1+§:1+

e La superficie maxima serd:
Podem calcular I'area de I'armari multiplicant la base i I'altura anteriors, és a dir:

a=2.3_|27
22 |4

1,5m

W [dlw
Il
H
+

N |-
Il

N W
Il

3
O també substituint X = E en I'expressid de A(X) :

24+6-3 [27 ,
4 4

2 3 2
A(x):6+x—%—> A(g):6+§_(23)

Tornar a I'’enunciat

101) PAU 2018 Série 1 Qiestio 3:
3 2

Siguila funcio f (x)=x"—x*.
a) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grdfica i que és paraliela a la recta
d'equacié Xx+3y=0.

Dues rectes en el pla son paral leles si tenen la mateixa pendent.

_ -1
X+3y=0—>3y=—x—>y:?x—> Larecta X+ 3y =0 té pendent 3

Per tant, si busquem una recta paraliela a I'anterior, també haurd de tenir pendent

igual a — .
3

Perd la pendent de la recta tangent a la grafica d'una funcié en un punt coincideix
amb el valor de la derivada de la funcié en el punt, per tant, hem de buscar els punts

on la derivada val —.
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f(x)=x"—x*—> f'(x)=3x*-2x

f'(x)=_—1—>3x2—2x=%1;3>9x2—6x=—1—>9x2—6x+1=0—>x=%

Per tant hem de calcular I'equacid de la recta tangent a la grafica de la funcid

f (x)=x*—x?en el punt x:%.

Perd l'equacié de la recta tangent a una funcid6 f en el punt x=a és:

y-f(a)=f'(a)x-a)

1 . 1 (1 1
En el nostre cas com que X == obtindrem: y—f| = |=f'| = || x—=
3 3 3 3

Sl a ) b ras
y—fl=|=f|=||X—=|2y-|=|=—= | X—=|2Yy+—=—=—7+=—>
3 3 3 27) 3 3 27 3 9

b) Calculeu, si n'hi ha, els punts de la grdfica en que la funcié presenta un maxim o
minim relatiu o un punt d'inflexié.

Estudiarem els mdaxims i minims relatius amb el signe de la primera derivada i els punts
d'inflexié amb el signe de la segona. Obtenim els segUents resultats:

e Maxims i minims relatius:
f(x)=x"—x* > f'(x)=3x*—2x
x=0

f'(x)=0—>3x*-2x=0->x-(3x-2)=0—> 2
3x—2:0—>3x:2—>x=§

(5. +)

w [~

Interval (—OO, 0) 0 (0, %)

Signe de
f '(X) + 0 - 0 +

i /e N e |
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Per tant f t& un maxim relativ en el punt (0, f(O)) perqué passa de creixent a
decreixent i un minim relatiu en el punt (%, f(%)) perqué en aquest punt passa de

decreixent a creixent.

e Punts d’inflexio:
f'(x)=3x"-2x— f"(x)=6x—-2

f"(x)=0—>6x—2=0—>6x=2—>x=§—>x=%
Interval (—OO,%) % (%, +oo)
Signe de
f'(x) | - 0 +
Curvatura
de f(X) A I \f

Tornar a I'’enunciat
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102) PAU 2018 Seérie 1 Qiestié 5: (Incompleta)

siguila funcié f(X) =X +x-2.

a) Comproveu que la funcié f(x) compleix I'enunciat del teorema de Bolzano a
linterval [0, 2] i que, per tant, I'equacié f(x)=0 té alguna solucié a I'interval (0,2).

Comproveu que X=1 és una solucié de I'equacié f(X):O i raoneu, tenint en

compte el signe de f'(x), que la solucié és Unica.

® Noteu que el domini de f(x) és [0, +0) perqué solament podem calcular arrels
quadrades de nombres positius. Aleshores f és continua en tot el seu domini, per tant
és continua en l'interval [0,2]. f(0)=—2<01i f(2)=«/§>0, per tant, f compleix
les hipotesis del teorema de Bolzano en l'interval [0, 2] i podem assegurar que té una

arrel en I'interval (0,2), és a dir, I'equacio f(x)=0 té una solucié en I'interval (0,2).

® Comprovem que X =1 és solucié de I'equacié f(x)=0:

f(X):\/;+X—2—> f(l):«/i+1—2=l+1—2=0—>X=l és solucié de f(x)=0.

® Demostrem la unicitat de la solucid mitjancant el signe de la derivada:

f(x):«/;+x—2—>f(x):x%+x—2—>f'(x):%x?+1:%+l>0 per a tot X
X

de I'interval [0,2].

Per tant, com que la derivada és estrictament positiva en tot I'interval, la funcié f és
estrictament creixent en aquest interval i per tant no pot tenir dues arrels en l'interval i
la solucié X =1 és Unica.

Tornar a I'enunciat

103) PAU 2018 Serie 3 Questio 1:

Considereu la funcié polinomica f (x)= x® —ax® +bx+c.

a) Calculeu els valors dels pardmetres a, b i ¢, sabent que la funcid té un extrem relatiu
en el punt d'abscissa X=1 i que la recta tangent a la grafica de la funcié en el punt
d’abscissa X =0 éslarecta y=X+3.

Si f t& un extrem relatiu en el punt x=1 aleshores la derivada en aquest punt serd
nulda. Es a dir, '(1)=0.

En el nostre cas, f(x)=x°—ax®+bx+c— f'(x)=3x*—2ax+b

f'(1)=0—3-1’-2a-1+b=0—->3-2a+b=0—[-2a+b=-3
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Com que larecta Yy =X+3 éstangent ala funcid f en el punt x=0, en aquest punt
la recta i la funcid han de coincidir en “alcada”, passant pel mateix punt i en

£(0)=y(0)

£(0)=y'(0)
f(0)=y(0)—>0°-a-0*+b-0+c=0+3—[c=3|

y(x)=x+3->y'(x)=1

f'(x)=3x*—2ax+b i y'(x)=1. f'(0)=y'(0)—>3:0°~2a-0+b=1-[p=1]

Per tant les 3 condicions ens porten a que ¢=3, b=1 i —2a+b=-3. Substituint en
esta Ultima expressiod obtenim que:

2a+b=-3—"t s 2a+1=-3—>-2a=-4-—3a=2

derivada. Es a dir: {

Per tant la solucié és:la=2, b=1i c=3|
En el segUent grafic hem dibuixat tots els elements del problema:
6

y=x+3

fle)=2*—-22>4+ 243

-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6
-1

b) Per als valors a=2, b=1i c=3, calculeu les abscisses dels extrems relatius de la
funcid i classifiqueu-los.

Pels valors a=2, b=1i ¢=3 que casuaiment coincideixen amb la soluci®é de
I'apartat anterior, la funcié queda: f (x)=x>—2x*+x+3.

Per classificar els extrems de la funcié hem de derivar iigualar a zero la derivada.
f(x)=x"—2x*+x+3—> f'(x)=3x"—4x+1
x=1

1
3

f '(x):0—>3x2—4x+1:0—>{

Per tant els candidats a extrems relatius son x=1i X = 1. Estudiant el signe de f'(x)

sabrem si sOn maxims o minims relaftius.

w|—

) [ 1 @

Interval (—OO, %)
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Signe de f'(x) + 0 - 0 +
Monotonia de
f(x) 7 M Ny m 7

Per tant la funcié té un maxim relativ en X =1 i un minim relativ en x=1.

Com que els valors de a, b i ¢ son els de I'apartat anterior, ja la tenim representada
graficament,

NOTA: També podriem saber la naturalesa dels punts X =% i Xx=1 avaluant la segona

derivada. En aquest cas obtindriem que:  f '(x) =3x* —4x+1— f "(x)=6x—4 —
f "(%)26-%—422—42—2<0—) Maxim relatiu
f"(1)=6-1-4=6-4=2>0— Minim relatiu

Tornar a I'’enunciat

104) PAU 2018 Série 5 Questio 3:
Sigui la funcio f (X) —a-e ™ ambaz0ib=0.
a) Calculeu els valors de @ i de b que fan que la funcié tingui un extrem relatiu en el

punt (Le).

Si f té un extrem relatiu en (:L e) sabem que la derivada s'anuldard en X=1 i que la

funcié passa pel punt (Le), és adir, que f(1)=e.
f(x)=a-e"™ > f'(x)= a-(e‘xz*bx)-(—2x+ b)

f'(1)=0—>a-(e""*)-(-2:1+4b)=0—2>-2+b=0—b=2

a=0

X2 +2x

Per tant ja sabem que f(x)=a-e perqué b=2.

12421

f passapelpunt (Le)—> f(l)=e—a-e —e—va-e=esa-e=e>

—a-e=e—|a=1

b) Per al cas a=3 i b=5, calculeu I'asimptota horitzontal de la funcié f quan X
fendeix a +o0 .

En aquest cas la funcio és f (x) 3. X 5x

Per saber I'asimptota horitzontal de f quan X tendeix a +0 hem de calcular

lim f (x).
X—>+00 ( )
. . 2 . 2(~145 . 2. (_ . 2. (_
lim f(x)= lim (3e X +5*)= lim (3ex ( +*))= lim (3eX (“O)): lim (3eX (1))=
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00
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e’xfi
. e 1 i 3 3 3
= I|m(3e’xz) = im|{3-— |=lim| — |=—=—=0— La recta |[y=0| és
X—>+0 X—>+0 eX X—>+00 ex eoo 0

asimptota horitzontal de la funcié.
Tornar a I’enunciat

105) PAU 2018 Série 5 Qiestio 4:
Sabem que una funcid f(x) estd definida per a tots els nombres reals i que és

derivable dues vegades. Sabem que té un punt d'inflexid en el punt d'abscissa X =2,
que I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcid f(x) en aquest punt és

y =-124x+249 ique f(-3)=—4.
a) Calculeu f*(2) f'(2)i f(2).

Si f t& un punt d'inflexié en X =2 aleshores la segona derivada s'anul{a en aquest
punt, per tant, f"(2)=0.

En el punt on dues funcions o una funcié i una recta sén tangents han de coincidir en
“alcada” i també amb pendent. Per tant si I'equacié de la recta tangent a f en el

punt x=2 és y=-124x+249 , en x=2 es donara que f(2)=y(2) i que
f'(2)=y'(2).
Noteu que si y(X)=—124x+ 249 aleshores y'(x)=—-124 i y'(2)=-124
f(2)=y(2 f(2)=-124-2+ 249 f(2)=1
[10-a) 163 i

f(2)=y'(2) |f(2)=-124 f(2)=-124

pertant, ([ f(2)=1. |[f'(2)=-124]| i [ f"(2)=0].

2
b) Calculeu | f'(x)dx.
3

Aplicant la regla de Barrow :
2

[ F()dx=[ T ()], =1(2)- F(-8)=1—(-4)=1+4=
Tornar a I'enunciat
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106) PAU 2019 Serie 1 Qiestio 1:

Les pdagines d'un llibre han de tenir cada una 600 cm? de superficie, amb uns marges
al voltant del text de 2 cm a la part inferior, 3 cm a la part superior i 2 cm a cada
costat. Calculeu les dimensions de la pdgina que permeten la superficie impresa més
gran possible.

Suposem que la pagina fa x centimetres d'amplada

pery d'alcada. En aquest cas la superficie de la pagina 3

seria X-y =600.

Calculem ara les dimensions i la superficie de I'drea

impresa. V-5 y
Amb I'ajuda del dibuix podem observar que I'drea 5 5
impresa tindrd X—2—-2 és a dir, Xx—4 centimetres

d'amplada i y—-3-2, és a dir. Y—5 centimetres

d’dlgada amb una area de (x—4)-(y—5). 2 x4

X
Per tant hem de maximitzar la funcié drea de la part

impresa f =(x—4)-(y—5) subjecta a la restriccié de que I'drea de la pagina és
X-y=600.
Com ens hem de quedar amb una funcié d'una variable, dillem Yy de I'expressio
600 . - . .
X-y=600— y=——isubstituim en I'expressié de f obtenint:
X

f=(x—4)-(y-5)——f(x)=(x—4)- (22 ~5) =600 5x— 22 4 20
— f(x)=620—5x—22

Una vegada trobada la funcid, per maximitzar-la derivem iigualem la derivada a zero.

f (x)=620—5x— 22 — f '(x):—5+%

f'(X)=0—>—5+%=0—>%=5—)2400=5X2—)Xz=%—)X2=480—>
—> X =480 = x =430
600 600 150 150430 5/

N N

Per tant les dimensions de la pdgina que maximitzen I'drea impresa sén X =430 cm

d'ample i y=5\/@ cm d'alt.

Per comprovar que X=4430 realment es un maxim de la funcid
f(X)=620—5x—@ tenim dues opcions: Comprovar que la segona derivada en

X =4+/30 &s negativa o estudiar el signe de f'(x) al voltant del punt X =430 i

comprovar que f'(x) passa de positiva a negativa.
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e Si ens inclinem pel primer metode tindriem:

f(x)=-5+22 5 f'(x)=-5+2400x* — f "(x)=0-4800x"° =

(4\/_) (f’;ﬁc; <0 —> X =430 és un maxim relatiu.
430

e Si ens inclinem pel segon metode tindriem:
f'(x)=-5+ 2% il'equacié f'(x)=0 solament té la solucid X =4+/30 = 21,9

—4800
7

Agafem un punt a I'esquerra i un a la dreta de X =4+/30 i estudiem el signe de f'(x).

En aquest cas obtindriem:

Interval (0, 4«/@) 4\/% (4@,+oo)

Signe de f (X) + 0 _

Monc;’rz);;o de /, M \

Tornar a I'’enunciat

107) PAU 2019 Serie 4 Questio 1:

Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una drea de 2 m2. Sabem
que el preu de la fusta és de 7,5 €/m per als costats horitzontals i de 12,5€/m per als
costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el rectangle perque el cost

total del marc sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?e

En la figura de la part dreta tenim representada la '“
situacio. i
Sigui x la llargada del marc iy I'altura. Area = 2 m? H2,5em
Resulta evident que la funcid cost del marc serd:
f (X, y)=7,5x+12,5y +7,5x +12,5y =15x + 25y V
gue haurem de minimitzar sotmesa a que I'drea del 7.5 €/m
marc és2, ésadir X-y=2—>y=2
f(xy)= 15x+25y;%>f( X)=15x+25-2 — f(x)= 15x+5—0
X
Per minimitzar la funcié hem de derivar i igualar la derivada a zero.
f(x) :15x+5—O — f(x)=15x+50x" > f'(x)=15+50-(-1)x~* 15—@
X X
0—>15—@:0—>15:@—>15x 505 x0=20 10,
x? 15 3
2 ,o 2 , JB_6 6/30_J&®
T T E T T T /R 30 s
X = 30
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Per tant les dimensions del marc sén X =

&
3

. 30
cmd'amplei y= ? cm d’alt.

El cost del marc sera:

F(E) _15.98, 0 5 35450+ Y30 _g /35, 150 _ g /35, 150V30 _
3 3 J30 —_— —_—
5 3 30

J30
=530 + 530 =|10/30€

Finalment quedaria per provar que el punt X=T és un minim de la funcié

f(x):15x+@.
X

Aix0 es pot fer de dues maneres: estudiar el signe de f (X) als dos costats del punt

J30

X:T i veure que f'(x) passa de negativa a positiva o demostrant que
n ﬁ
f (T)>0~

Utilitzant la primera técnica, és a dir, estudiant el signe de la derivada al voltant del

0
punt X = T obtindriem la taula seglent:

Interval (O, @) @ (’j§’=°,+ oo)
Signe de f (X) 0 +

Monotonia de
f(x) \l

3
N

J30

——=183
3

Agafem un punt a l'esquerra i un a la dreta de 1,83:

J30 50 50

1< == f'(1)=15- 2 =15->"=15-50=-35<0
3 1 1

2>@ i f '(2):15—2:15—5—% 00-50_10_5_,,
3 2 4 4 4 2

En el cas de voler-ho fer amb el signe de la segona derivada el raonament seria el
seguent:
F1(x) =15 - 22 5 £/(x) =15-50% 2 > f "(x) = ~50-(~2)x * =100x * = 22

X X

100
f (@) = 5 >0 — X=——— és un minim relatiu.
(@) 3
3
Tornar a I’enunciat
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108) PAU 2019 Série 4 Qiestio 6:
Sabem que una funcié f(x) és continua i derivable a tots els nombres reals, que té
com a segona derivada f (X) =6X i que la recta tangent en el punt d'abscissa X =1

€s horitzontal.
a) Determineu I'abscissa dels punts d’inflexid de la funcid f i els intervals de

concavitat i convexitat. Justifiqueu que la funcidé té un minim relatiu en x=1.

Per estudiar els punts d'inflexié hem d'estudiar el signe de la segona derivada. Per fer la
taula necessitem igualar la segona derivada a zero. Com que f (x) =6X tenim

f"(x)=0—->6x=0—>x=0
Interval (—OO, 0) 0 (O,+oo)
Signe de f (X) - 0 +

Curvatura de
f(x) /N | PL N\

Per tant, f concava en (—OO, 0) i convexa en (0,+OO) i t& un punt d'inflexié en
x=0

Justifiguem ara que X =1 és un minim relatiu de la funcié f .

Ens diuen que la recta tangent en el punt d'abscissa X =1 és horitzontal, aixd vol dir
que en X =1 la derivada val zero, per tant X =1 és un candidat a minim relatiu. Com
que la segona derivada en x=1 és f"(1)=6-1=6<0 aleshores x=1 é&s un minim

relativ de f. (O també, com en x=1, f és convexa \J‘ aleshores és un minim
relatiu.

b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d'abscissa Xx=1 és Yy =5, calculeu
I'expressié de la funcio f .

fr(x)=6x— f'(x)= IGXdX — f'(x)=3x*+C on C ésla constant d'integracio.
Com que f'(1)=0 aleshores f'(1)=0—>3-"+C=0—->3+C=0->C=-3—>

— f'(x)=3x*-3

Finalment, com que f'(x)=3x"—3 dleshores f (x) =J.3X2 —3dx=x*-3x+K on K

és la constant d'integracid.
Com que la recta tangent a f(x) en x=1és y=5, en el punt x=1la recta i la

funcidé també han de coincidir en altura, és a dir, f (1) =5 ialeshores:

f(1)=5—2-31+K=5—-51-3+K=5—>K=5-143>K=7—

—>|f(x)=x"-3x+7

Tornar a I'’enunciat
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109) PAU 2019 Seérie 5 Qiestid 4:
1

1+x%°
a) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica en aquells punts en qué la recta
tangent és horitzontal.

Considereu la funcié f (X) =

La recta tangent serd horitzontal si té pendent zero.

Recordem que la pendent de la recta tangent en un punt coincideix amb el valor de
la derivada en aquest punt.

Per tant, els punts on la recta tangent serd horitzontal seran aquells on la derivada de
la funcié val zero.

1 0-(1+x*)-1-2x 9
(0=t (=2 )22 =
1+Xx (1+x) (1+x)
f'(x):Oaﬁzoa—Zx:O—)x:O
1+x

Per tant, solament hi ha un punt on la recta tangent és horitzontal i aquest punt és
x=0.
Calculem I'equacié de la recta tangent a la funcié f enelpunt x=0.

Recordem que:

L'equacié de la recta tangent a una funcié f(x) en el punt XxX=a és

y—f(a)="f'(a)-(x—a).

En el nostre cas, per a a =0 obtindrem: y— f (0) = f'(0)-(x—0)

1 11
f(x)= f(0)=——=>=1
(%) 1+x2_> (0) 1+0° 1
Fi(x)=—2%_ 5 £1(0)=0

(l+x2)

[ pertant, y— £ (0) = f(0)-(x=0)—>y—-1=0-(x=0) > y-1=0—[y=1]

b) Calculeu les coordenades del punt de la grafica de la funcié f(x) en qué el

pendent de la recta tangent és maxim.

Com el pendent de la recta tangent coincideix amb la derivada de la funcid,
maximitzar el pendent de la recta tangent equival a buscar els maxims de  f (X)

Recordem que per trobar els maxims i minims relatius d'una funcid hem de derivar i
igualar a zero. En aquest cas, haurem de derivar i igualar a zero la funcié f (X) .

— 22 . . 21.
f'(x): —2x% —>f"(x): 2(1+x) + 2X 2(1+x) 2x:

(1+2) (@+Xgﬂz

INST|TUT C/ Pasquali Batlle, 1-15 08790 Gelida Telefon: 93779 04 50 Pag. 158
GE‘,.}A e-mail: a8035246@xtec.cat https://agora.xtec.cat/iesgelida



I Generalitat de Catalunya
Departament d’Educacié
S institut Gelida Departament de Matematiques

2-(14x2) +8x2- (L4 %) -2 (1) (L4 x?) 48X (L4 X7)

(1+ x2)4 (1+ X2 )4

M'[_Z'(“Xz)“LSXZ] —2-(14+X7)+8X  _2_2x*+8x —2+6X°
X2

) (1) (@) 1) (1)
f"(x):0—>_2+—6X::0—>—2+6x2:O—>6x2:2—>x2:3—>x2:1—>x: E:iﬁ
(1+X2) 6 3 3 3

Finalment fem la taula de creixement i decreixement de la funcid f (x) .

Recordem que per calcular els intervals de creixement i decreixement s'han de
considerar els punts on s’anulla la derivada i els punts on deixa d'exisistir.

En el nostre cas, el denominador no s'anulda mai i per tant no hi ha problemes
d’existencia de la derivada i solament considerarem els punts on aquesta s'anul1a, és

a dir x:;f i x:?.

Interval (—00,_—5’@) "—f (‘—f?) % (?Hroo)
Signede f" + 0 — 0 +
Monotonia /1 \ /l

de f' M m

Per tant, el pendent de la recta tangent assoleix un maxim en I'abscissa X = _T iles

coordenades d’'aquest punt seran (?, f (;f)) = (;f,%)

Tornar a I'’enunciat
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110) PAU 2019 Seérie 5 Questié é: (Incomplet)
In(x)
o
a) Calculeu el domini de la funcié f , els punts de tall de la grafica de f amb els eixos

Considereu la funcié f (X) =

de coordenades, i els intervals de creixement i decreixement de f .

¢ Domini:
Podem calcular In(x) sempre que X sigui major que zero. Com que el denominador

solament donard problemes en el punt Xx=0 el domini de la funcid serd tots els

nombres reals positius. Es a dir, |D( f ) = (O, +oo) )

e Punts de tall amb els eixos de coordenades:
In(x)

Talls amb I'eixX —y=0— f (x)=0—>—-~=0->In(x)=0—>¢e"" =¢” > x=1
X

Per tant la funcié talla I'eix X en el punt (l,O)

Tall amb I'eix Y - x =0 — (0, f (0))

Perd com X =0 no pertany al domini de f no existeix el punt (0, f (0)) i per tant la

funcid no talla I'eix Y.

e Creixement i decreixement de la funcioé:
Per estudiar la monotonia de la funcié hem de fer la taula de signes de la seva

derivada:
1
In(x) , PR GRS
f(X): X _)f(x)zx 2 = 2
f'(x):0—>1_|2nx:0—>1—Inx:0—>1:Inx—>e1:e'”X—>e:x
X

Tenint en compte el domini de la funcid i els punts on s'anulla el numerador i el
denominador obtenim la seguent taula:

Intervall (0,e) e (e,+0)

Signe de f' + 0 _
Monotonia de f /’ M \

Per tant f és estrictament creixent en (O, e) i estrictament decreixent en (e, +oo)

presentant un maxim relativ en X =¢.
Tornar a I'’enunciat
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111) PAU 2020 Seérie 1 Qiestio 1: y

1
Tracem la recta tangent a la funcio f (X) = —2+1 per un punt
X

P :(a, f (a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament

amb els eixos de coordenades formen un triangle. 21

a) Comproveu gque I'drea d'aquest triangle, en funcid de a, i
2
(a®+3)

4a 10 1 2

ve donada per la funcié g(a)=

En el seglent grafic tenim una representacid dels
elements del problema.

Recordem que I'equacié de la recta tangent d'una
funcié f enunpunt x=a és:

y—f(a)=1f'(a)-(x-a).

En el nostre cas: !

Area =475

f(x)=X—12+1: X?+1—>

- f'(x)=-2x°=—

Per tant, f (a) =—+1

Substituint en I'equacié de la recta tangent obtenim:

, a?+1) -2 a?+1 2x 2a
y—f(a)=f (a)-(x—a)—>y—(TJ=¥(x—a)—>y=—a2 —¥+?_>
a®+a 2x 2a —2x+a’+3a
P §—>y= a

Una vegada troba I'equacié de la recta tangent hem de calcular els punts de tall
d’aquesta recta amb els eixos de coordenades per dibuixar el triangle:

—2x+a’+3a
e Tall amb l'eix X > y:0—>—3:0—>—2x+a3+3a:0—>
a
. a’+3a
—»>a’+3a=2x—>x=
) —2x+a’+3a
eTallamb l'eix Y > x=0— y(x) =
a
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_—2-0+a’+3a_ a’+3a_a’+3

al a a’

— y(0)

Finalment calculem I'drea del triangle com (base x altura) dividit 2.
a®+3a a?+3 (a°+3a)-(a’+3) A-(a’ +3)'(az +3)

A(a) = Base x Altura 7 a’ _ 232 _ 232 _
2 2 2 2
(a2+3)-(a2+3) ,
2a (a2 +3)-(a2 +3) (a2 +3)
- 2 - 4a | 4a

| b) En quin punt P I'area del triangle és minima?2 Calculeu aquest valor minim.

(a2 +3)2 |

Hem de minimitzar la funci6 g(a) = 2
a

Per fer-ho hem de derivariigualar a zero.
(a2+3)2 ' 2-(a2+3)-2a-4a—(a2+3)2-4
g(a)ZT—)g(a)z =

(4a)
162 ~(a2 +3)—4~(a2 +3)2 (0) 48° ~(a2 +3)—(a2 +3)2
- 16a’ N 43> B

4a’-(a’ +3)-(a’+3)-(a*+3) (a’+3)-[4a’-a’-3] (a’+3)-(3a’-3)

43a° 43a° 4a*
a’+3)-(3a”-3 a’+3=0
g'(a):0—>( 1652 ):0—>(a2+3)-(3a2—3):0—>{3a2_3:0—>
{azz—3 {a:\/z {Zf
— — —
3a2=3 a’=1 a=%1

Per tant, les solucions de I'equacié g'(a)=0 son a=—1ia=1. Com estem buscant

solucions en l'eix positiu de les X, la nostra solucid és a=1, sent el punt

P=(1f(1)= (1, 112+1j =((12)|.

En aquest cas el triangle tindrd una drea de:

2 2 2 2 2
(a +3) (1 +3) (1+3) 4> 16
aj=———>g(1)= = =—=—= que correspondrd  a
g( ) 4a g( ) 4.1 4 4 4 .
I’drea minima.
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Quedaria per demostrar que en el punt P veritablement s'assoleix un minim perque
recordem que els punts on s'anulila la derivada sén candidats a maxims i minims
relatius. Per tant, P podria ser un minim, perd també un maxim o no ser cap de les dues
coses. Aixd ho podem saber o bé demostrant que la segona derivada en x=1 és

positiva, és a dir, que g"(1)>0 o estudiant el comportament de la funcié al voltant

d'1 mitjiancant una taula de valors de ¢'. Si obtem per aquesta segona opcid tindrem:

Interval (0,2) 1 (1, +00)
Signe de @' - 0 +

Monotonia de ¢ \ m /’

| per tant es tracta d'un minim relatiu com voliem demostrar.

Tornar a I'’enunciat

112) PAU 2020 Seérie 1 Qiestid 4:

. g ax® +b L :
Considereu la funcié f (X) = ,enqué a i b sén dos parametres reals. Calculeu
X

els valors de a i b de manera que la funcié fingui una asimptota obligua de pendent
1iun minim en el punt de la grafica d'abscissa x=2.

Recordem que la recta y=mx+n és asimptota obliqua de la funcié f(x) Si

m=|imm i n=lim(f(x)—mx).

X—>00 X X—>00

Evidentment la pendent de larecta y=mx+n és m.
Per tant, en el nostre cas, si I'asimptota obliqua ha de tenir pendent 1 tenim:

2
ax- +b
b
_f(x) X __ax*+b xz/-(a+x—2) . b
I=m=lim——<=lim—2—=1im 5 =lim =lim a+— =a+0=a
X—»00 X X—00 X X—>00 X X—»00 XZ/ X—>00 X

Per tant, de la primera condicié obtenim que a=1.

Per altra banda, si la funcié té un minim en X =2, en aquest punt s'ha d'anular la
derivada. Aleshores:

Caab o Xb oo 20x=(X4b)l 2 _x_p x—b
f(X)— X ,f(X)— X —)f(X)— X2 - XZ - X2
. 2°—b 2
f'(2)=0>=——=0->2"-b=0->4-b=0—>b=4.

2

Per tant la solucid del problema és m .

No ho demana de manera explicita perd si volem demostrar que efectivament en el
punt X =2 la funcié t¢é un minim, possiblement el cami més rdpid sigui estudiar el signe
de la derivada que ja tenim calculada:
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Noteu que f'(x)

Intervall (0,2) 2 (2,+0)
Signe de f' _ 0 n
Monotonia de f \ m /,

Per tant, en el punt x =2 la funcid passa de estrictament decreixent a estrictament
creixent assolint un minim relatiu en aquest punt.

Tornar a I'’enunciat

113) PAU 2020 Seérie 3 Qiestio 2:
S'han trobat unes pintures rupestres en una cova situada en una

zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcialment la

cova format per I'arc de corba y=4-x* d'extrems (0,4) i

(2,0). La cova esta situada en el punt de coordenades (0,2),

tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un accés rectilini
d des del cami a la cova que sigui el més curt possible.

a) ldentifiqueu a la grafica de la figura les coordenades de la
cova i del punt del cami des d'on es vol habilitar I'accés.

Comproveu que la funcio f (X) = \/X4 —3x*+4 calcula la distancia des de cada punt

del cami a la cova.

e Tal i com diu I'enunciat les coordenades del punt on es troba la cova sén (0,2), per

aguest motiu la cova estd situada sobre I'eix Y.
, . y 2
e Pel fet de que el cami es situa en I'arc Yy =4—X" les coordenades dels seus punts

(X, y) tindran la forma (X, 4—X2).

e La distancia enfre dos punts A=(a,,a,) i B=(h,b,) es calcula mitjancant el

teorema de Pitaigores amb la formula d (A, B) = \;’(bl ~a,) +(b,~a,)’
En el nostre cas, la distancia entre la cova A=(0,2) i un punt genéric de la corba

B :(X, 4—X2) serdy:

d(AB)=fla-a) +(0-a) =(x-0) +(a-x -2 =\ +(2-0) -

=\/X2 +4-4x*+x* = \/X4 —3x? +4 tali com demanava I'enunciat.
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b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i
digueu quina serd la longitud de I'accés d .

Per calcular les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova
hem de minimitzar la funcid f(x)=x/x“ —3x*+4 en el primer quadrant, és a dir, de
X=0 fins x=2.

Per trobar el minim podem derivar i igualar la derivada a zero.
Noteu que com la funcio g(X)zx/; €s una funcié monotona creixent en tot el seu

domini podem minimitzar la funcid¢ original f(X):\/X4—3X2+4 o directament el

polinomi P(X) = x* —3x% + 4 obtenint el mateix resultat.

Nosaltres minimitzarem la funcid original perqué entenem que aquest Ultim raonament
rarament el pensard un alumne de 2n de batxillerat.

e Calcul de la funcié derivada:
f(x)=vx*-3x"+4 = (x“ ~3x2 +4)% - f'(x)= %(x4 —3x2 +4)%_1.(4x3 —6x) _

= %(x4 —3x2 +4)_% ~(4x3 —6X) = hCbx __ 4Xbx

2-(x*-3x° +4)% 24 =3x° +4

e Resolem I'equacié f'(x)=0:

4x% —6x
f'(X)=0> ——— =04x°—6x=0—>2x-(2x*-3)=0—>
() 20X —3x2 +4 ( )
2x=0—->x=0

2X2—3:O—>2x2:3—>x2:g—>x:i\/g

Noteu que tenim 3 valors candidats a ser el minim que busquem: x=0, X:\E i

X= —\E. Perd evidentment, solament el valor X = \Ees‘rd en l'interval (O, 2) on estem

buscant.

e Comprovem que el nostre candidat efectivament és un minim relativ:
Finalment ens quedaria per comprovar que efectivament el punt X = «f% és un minim

relatiu. Tenim dos métodes, estudiar el valor de la funcié derivada a I'esquerra i a la
dreta o calcular el valor de la segona derivada en el punt.

Amb el primer métode el raonament seria el seglent:

Interval (0,\/%) 3 ( %,2)

Signe de f' - 0 +
Monotonia de f \ m /,
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Noteu que si utilitzem la funcid original del problema f(X)=\/X4—3X2+4, la seva
4x% —6X

20Xt =3x* +4
resulta molt complicat.

En aquest cas si que resultaria molt Util no minimitzar la funcié original sind la funcid
g(x):X4—3X2+4 on la primera derivada €s g'(x):4X3—6x i la segona derivada

funcié derivada és f (X) =

i per tant el cdlcul de la segona derivada

g"(x)=12x*-6.
Aleshores g"(\/g)=12(\/§)2—6=12~g—6=18—6=12>0—>X=\/§ és un minim
relativ.

e Calcul de les coordenades del punt del cami que queda més aprop de la covaii la
longitud del cami minim:

Els punts del cami tenien la forma B = (X, 4— Xz).

El valor de X gue minimitza la distancia és X = \/g

o~ 45)-( {8 4-(E ) (. 4=3)- [ 5

La funci®é que calcula la distdncia entre un punt del cami i la cova és

f(x)=vx*-3x’+4.
Per a X=\/g la distancia  serd: f(\/_):\/(\/g)A—S(\E)2+4: (%)2_3.%4_4:

B ARt (R RN S

N

Tornar a I'’enunciat

114) PAU 2020 Série 3 Questié 4: (Incomplet)
1

Sigui la funcié f (X) :—-In(x), en qué In indica el logaritme neperid, definida per a
X

x>0.

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f (X) en que la recta tangent a

la corba en aquest punt és horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem relatiu i
classifigueu-lo.

La recta tangent a la corba serd horitzontal sii la seva pendent és zero, és a dir, si la
derivada és nula. Per tant, ens estan demanant els punts del semieix positiu de les x on
la derivada és nulla.

f(x):%-ln(x)—> F(x)=x-In(x) = £(x)=—1x2-In(x)+

< |~

L
X
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_ —Inz(x)+i2:1—ln2(x)
X X X
1-1
f'(x)=0—>ﬂ=0—>1—ln(x)=0—>In(x):1—>e'”(x) e >x=¢e">x=¢e

X
Per tant, les coordenades del punt de la corba y = f (X) on la tangent serd horitzontal

a0 2o 20} [

Ens queda respondre si aquest punt és un extrem relativ i classificar-lo. Per fer-ho
estudiem el signe de la derivada al seu voltant. Plantegem la seguent taula:

Interval (0, e) e (e, +oo)

Signe de f' + 0 _
Monotonia de f /’ M \

Com la derivada és positiva a I'esquerra del punt X =€ i negativa a la dreta aleshores
la funcid serd creixent a I'esquerra del punt i decreixent a la dreta. Per tant en el punt
X =€ tindrem un maxim relatiu.

Tornar a I'’enunciat

115) PAU 2020 Serie 3 Questio é: (Incomplet)
Una empresa de cerdmica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de

costat pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la
mateixa i que si es posen les rajoles I'una al costat de I'altra es vegi un dibuix continu
(figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho, I'empresa utilitza en cada rajola la funcié f(x):X3—3X2+2x+1

engquadrada entre els punts de coordenades (0, O), (0,2), (2,0) i (2,2), tal com es

mostra en la figura 2, i fa servir com a unitat de mesura el decimetre.
a) Justifiqgueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de manera
continua i derivable.

Per a que les rajoles es puguin “empalmar” una al costat de I'altra tal com es veu en la
figura cal que coincideixin en alcada. Es a dir, s’ha de complir que f (O) =f (2)
Per altra banda, la condicié anterior no seria suficient perqué podria fer que en el punt

on "empalmem” les rajoles el dibuix pergues la suavitat, és a dir, aparegués com un
pic. AixO es soluciona si la funcié és derivable en aquest punt. Per tant, necessitarem
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que la derivada per I'esquerra i per la dreta coincideixin. Per I'esquerra de 2 serd

lim f (X) i per la dreta utilitzarem lim f (X)
X—>2~ x—>0"
_ Continuitat: f(0)= f(2)
Resumint, hem de comprovar: Derivabilitat: "r;] f (X) _ "rp f (X)

e Continvitat:
f(x)=x"—3x*+2x+1

{f(o)zl £(0)=1(2)

_)
f(2)=2°-3-2°+2-2+1=8-12+4+1=1

e Derivabilitat:
f(x)=x*-3x*+2x+1— f'(x)=3x"—6x+2

lim f'(x) = lim (3x* —6x+2)=3-2°~6-2+2=12-12+2=2
) — lim f'(x)=lim f'(x)

X—2" X—2"
lim f'(x) = lim (3x* —6x+2)=3-0°~6-0+2=2 o7 o0
x—0" x—0"

Per tant la funcié compleix les condicions de continuitat i derivabilitat que permeten

juntar les rajoles.
Tornar a I'’enunciat

116) PAU 2020 Seérie 4 Qiestid 3:
Sigui f (X) una funcié derivable la grafica de la qual passa pel punt (O, 1). La grafica

de la seva derivada, f (X) és la que es mostra en la figura.

a) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f (X) en el punt de

la grafica d'abscissa X =0.

L’equacié de la recta tangent a una funcié f en el punt d'abscissa X=a és

y—f(a)="f'(a)-(x—a).

Teleéfon: 93779 04 50 Pag. 168
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En el cas en que l'abscissa és zero l'equacid anterior quedaria:
y— f(0)=f'(0)-(x-0).

L'enunciat ens diu que la grafica de f (x) passa pel punt (0,1) . per tant, f(0)=1i
com el dibuix que ens donen representa la derivada f ' del dibuix podem veure que
quan x=0 f'val -4, ésadi, f'(0)=—4.

Amb tota aquesta informacid ja tenim la recta tangent totalment determinada:
y—f(0)=f'(0):(x-0)>y-1=—4-(x-0) > y—1=—4x —> |y =—4x+1

b) Trobeu les abscisses dels punts singulars de la funcié f (x) i classifiqueu-los.

Els punts singulars d'una funcié sén aquells on s'anulla la seva derivada.
En el dibuix de I'enunciat podem observar que la derivada s'anulla en x=-2, x=-1
i x=1.

Per poder classificar aquests punts en maxims i minims relatius cal estudiar el signe de la
funci¢ derivada a I'esquerrai a la dreta de cadascun d'ells.

Aquest signe és molt facil de deduir a partir de la grafica de I'enunciat simplement
mirant si la funcié representada ' apareix per sobre o per sota de I'eix x.

Per tant, a partir del grafic de I'enunciat podem saber les dues primeres files de la
segUent taula.

La tercera fila es dedueix simplement d'afegir que si la derivada és positiva la funcid és
estrictament creixement mentre que si la derivada és negativa la funcid és
estrictament decreixent.

Interval (—OO,—Z) -2 (—2,—1) -1 (—1,1) 1 (l,+oo)
Signe de f' + 0 + 0 - 0 +

I\?ono’ronio de /1 /] M \ m /1

Per tant en el punt X=-2 s'anulla la derivada perd no hi ha cap maxim ni minim
relatiu. En X==1 hi ha un maxim relatiu mentre que X=1 és un minim relatiu.

Ens quedaria per comprovar si el punt X=-2 que és un punt on s'anulla la derivada
perd no és un extrem relatiu és un punt de inflexid. Té pinta de que si, perd ho hem de
provar.

Noteu que en X=-2, la recta tangent a la funcidé derivada és horitzontal, és a dir, que
f"(2)=0, pertant, x=-2 és una abscissa candidata a ser punt d'inflexio.

Per saber si aquest candidat és punt d'inflexié de la funcid f comprovarem que en
aquest punt canvia la curvatura de .
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Podem observar en el grafic de I'enunciat que f' és decreixent a I'esquerra de
X=-2, per tant la seva derivada f" serd negativa implicant que la funcid f sigui

concava en (—o, —2).

També observem en el grafic que f' és creixent a la dreta de =2, per tant, la seva
derivada f " serd positiva ala dreta de x=-2.

Finalment hem vist que " és negativa a I'esquerra de —2 i positiva a la dreta, per
tant, f és concava al’esquerra de —2 i convexa a la dreta.

Aleshores en el punt =2 la funcié f canvia la curvatura i per tant x=-2 és un punt

d'inflexio.
Tornar a I'’enunciat

117) PAU 2020 Serie 4 Qiestio 5:
Una empresa estd treballant en el disseny d'unes cdpsules de café. L'empresa ha

construit la seccid transversal de les capsules inscrivint-la en una semicircumferéncia de
radi 1, tracant a continuacié una corda CD paralela al didmetre AB i incorporant el
punt E en el punt mitjd de I'arc CD. D'aquesta manera queda tracat el pentagon
ACEDB, tal com es mostra en la figura.

a) Expresseu en funcié de X i h I'drea del pentadgon ACEDB.

Podem calcular I'area del pentdgon ACEDB com la suma de I'drea del trapezi ACDB
més |'area del triangle CED.

. o (Base Major + Base menor)- Altura
e L'area d'un trapezi és A= .

2
En el nostre cas, I'area del trapezi ACDE sera:
AB+CD)-h . . .
Al:( : ) :(2+ix) h_2 (1;x) " (1a)h

Base x Altura
5 .
En el nostre cas, I'area del triangle CED de base 2X ialtura 1—h serd:

_CD-(1-h) _2x-(1-h)

e L'drea d'un friangle és A=

=X-(1-h
La suma de les dues drees serd:
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A=A+A =(1+x)-h+x-(1-h)=h+xh+x—xh=h+x

Per tant, I'area del pentadgon ACEDB expressada en funcié de X i h és:

b) Quina ha de ser la distancia (indicada en la figura per h) a qué s'ha de situar la
corda CD de AB per tal que I'area del pentdgon ACEDB sigui maxima?2

En aquest apartat hem d’optimitzar la funcido A=h+X.

Com aqguesta funcié depéen de dues variables, hem d’'expressar una variable en funcié
de I'altra. Com I'enunciat ens pregunta pler la distadncia h ens quedarem amb la
variable hi per tant intentarem expressar la variable x en funcié de hino a l'inrevés.

Aplicant el teorema de Pitdgores en el triangle rectangle que formen el centre de la
semicircumferencia, el centre de la corda CD i el punt D obtenim:

X>+h?=1—->x>=1-h? 5> x=4+J1-h? —% sx =1—-h?

Substituint en I'expressié de |'area:
A=h+x—=8" 5 A(h)=h+41-h?

Una vegada obtinguda I'expressié de I'area en funcié de la variable h procedim a
optimitzar-la. Per fer-no hem de derivar-la i igualar la derivada a zero.

A(h)=h+1-h? —>A'(h):1+%(l—h2)21.(_Zh):1+ h

—2h
—1—
24/1—h? \V1-h?

h J1-h? h
A'(h)=0>1-———==0— —~ =0->+1-h*-h=0—>
") J1-h? J1-h?  1-h?

) 2
S :h;)(\/l—hz) —h? >1-h?=h? >1=2h? —>%:h2 eh:i\/%a
2
2

—>h=¥&>h=

Finalment ens quedaria per demostrar que el nostre valor candidat a maxim relatiu
efectivament es tracta d'un maxim. Per fer-ho podem demostrar que la segona
derivada avaluada en el punt és negativa o estudiar el signe de la primera derivada al

2

voltant de —.
2

Noteu que pel context del problema la variable h solament esta definida en I'interval

(0.1).
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Aleshores plantegem la segUent taula:

Interval

—
o
ks
N—
i
—_
&)
B

Signe de f' +

0
Monotonia de f /’ M \
J2
2

Per tant podem afirmar de que en el punt h = I'area de la seccid és maxima.

Tornar a I'enunciat
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