UNITAT 7: FUNCIONS

1. Definicio
Una funcid és una relacié entre dues variables, de tal manera que al variar el valor d'una
d'elles va variant el valor de ['altra.

Exemple: Completa:
X | f(x)=x+1 X | g(x)=x-2 X | h(x)=x?+3x-1
2 | (2)+1= -2 -2
-1
4 [ (-1)+1=0 -1 -1
0 | (0)+1=1 0 0
1 | ()+1=2 1
2 | (2+1=3 2 2

En I'exemple anterior, hem utilitzat 3 funcions diferents: f(x), g(x) i h(x)

Les lletres (f, g, h, etc.) son el nom que li donem a la funcio per distingir-les entre elles.
El simbol (x) fa referéncia a la variable de la qual depén la funcié.

Per exemple:

f(x) vol dir que la funcio f depén de la variable x. Si donem diferents valors a x, va variant
el valor de f.

g(z) vol dir que la funcié g depén de la variable z. Si donem diferents valors a z, va variant
el valor de g.

Anomenem imatge al valor que pren la funcié per a un determinat valor de la variable
independent. Per exemple: la imatge de la funcio f(x) per x=0 és 1.

Activitats:
=
@/ 1) Calcula la imatge de les seguents funcions pels valors donats de la
\' 2 / variable independent:
. 3)(—2 =3¥ - - 2

X ix)=—¢ y m(y)=3¥-1 2 n(z)=log (z¢)

-2 _2 _2

_1 _1 _1

0 0 0

1
2 2 2
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2. Variable dependent i variable independent

Per una funcié qualsevol, com per exemple:

f(x)=x+3

f{x) és la variable dependent. /
x €s la variable independent.

El seu valor depen del
valor que tingui x. A mesura que donem diferents

El valor de f{x) també valors a x, anira variant

S'anomena imatge. el valor de la f{x)
El valor de la variable x

també rep el nom d'antiimatge

3. Representacié de funcions
Les funcions es representen en eixos de coordenades com els seguents:

&
@
=
£ c
L
gz
2 |8
i =
T a3 Y
0 " —
ey w
2 Punt (1,2)
5 2T—*
o=

Variable independent

-3 -2 -|1 a 1 é a
Eix d'abcises
-14

Qrigen de coordenades
punt (0,0}
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Activitats:

&

/ 2) Representa les seguents funcions:

S I (E (N (R !
I I I I I | 1 1
“ i i i | i | |
| | | ™ | | | | |
R - L S S S — R |- = % S — | S—
1 i i i i i i i
1 i i i i i i i
| i i | | i | |
] i i - i i | i i
-q-—-—== T————= [y T————= | i === T————= [l
| | | | | | | |
1 i i i i i i i
1 i i i i i i i
| | | e | | | | |
e N I R B B
| | | | | | | |
1 i i i i i i i
1 i i - i i i i i
-—A-—==—= +————- - = +-————- - j—— === +—-———- -
I I I I I | 1 1
| | | | | | | |
| | | | | | | |
~
? 2
N oY
1 1
—~~ —~~
Ra¥ a3
< m
X T o™ X T o~-N|™

coordenades. No cal que representis els punts que quedin fora dels

3) Representa les seguents funcions en els mateixos eixos de
eixos:

%

3

M(x) = 2x-2
N(x) = 2x-1
O(x) = 2x

P(x) = 2x+1
Q(x) = 2x+2
que observes?
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4) Representa les seguents funcions en els mateixos eixos de

G@% coordenades. No cal que representis els punts que quedin fora dels

eixos:
A(x) = 2x+1 e e e T - D
B(x) = x+1 : | I | I I
C(x)=1 I | | ) | | |
D(x) = -x+1 Sl I P i e i A
£ = 2+ A A
qm oo oo o R i R = — —— bomm o ——
qué observes? o ! ! | : | |
| I | o I | |
:-3 :-2 :-'1 4] : 1 : 2 : k|
o L LY I N
IS N S A R SRS SN N
SN S S 1 N IS
Fixem-nos que fins ara només hem vist o
funcions definides per una expressio del
tipus:ax+b 5
Aquest tipus de funcions sempre son
una recta, pero hi ha una infinitat de 4
tipus diferents de funcions.
e 3—
Z (// 5) Representa les
\' = / seglents funcions: 2
A(x) = x?+2x -3 1]
B(x) = x*+ 3x? 0
6 i | 24 | 3 | 2 I-1 [u} 1 2 3
C =
D(X) = %=z
-2 |
E(X) = x+3
-3 |
-4 |
5 |

114



Solucions de l'activitat 5:
A(x):

E(x):

1_
o

T 2 1 o 1 2 a
-1
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4. Tipus de funcions

Polindbmiques:

graul:y=ax+b

grau 2:y = ax’+ bx + ¢

Racionals: Irracionals:
P(x)
Y= a00 y=P(x)

[}

4
| 2/

s
2
ra
=

5. Funcions definides a trossos

En matematiques, una funcié definida a
trossos f(x) d'una variable real x és una
funcié amb una definici6 diferent en
diferents subconjunts disjunts del seu
domini. A aquestes funcions també
s'anomenen funcions definides per
intervals.

Un exemple molt conegut de funcié
definida a trossos és el valor absolut.
La funcio valor absolut per valors reals

a>1

grau 3: y=ax*+ bx*+cx +d

[}

-]

Exponencials:

y=a*

a<i

—r sir <0
|z| = .
T sir>0
2_
-G I-4 I 2 [u] I 2 I 4 I [}

es pot definir com el mateix valor quan —
aquest valor és positiu, i canviant-li el
signe si és negatiu.
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/ 6. Representa les seglients funcions:

a) fix <,"—x—2 six<1 & mix (3+2x six<0
= =4
L 2x Six > 1 ) x2-1 six>0
(Xx+3  six<-2 [ x+1  six<-1
b) h(x):ﬁ, 3 six>-2 e) a(x)=1x’ -4 si-1=x<2
“ 4 sixs2
0 K (~2x+6  six<2 [-x+2  six<—4
B x> -3 Si —4<x<-2
L X Sixz=2 0 f(x) = <

CIxP-4 si-2<x<1
l-x+4 sixz1

6. Continuitat

Diem que una funcié és continua quan no cal aixecar el llapis del paper per dibuixar-la.

Continua Discontinua

w
I

(%]
I
I-b

(%l% 7. Digues si les funcions seglients sén continues i si no ho soén, digues

en quin punt tenen la discontinuitat.

o [ 3 sii x<-1 .
xS x<-=2 | i+ o8 x=-2
i C) ~.=:<'l

1a

"'4 siox>1
11

a) . b)

X*+1 osi -l<x<4 G =il @ -2exsl

-xt+d 8 x»l

. y=¢x+1 s -2<x£2
— 5 x<l -

X Ty — i > | .

' 2x=1 s x>2 [ =x & x>4
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7. Limits

Posem per exemple la funcié: f(x) = x*+ 1

x | f®
Si donem valors a x propers a 1, observem que f(x) 08 | 164
s'apropa a 2. Aleshores direm que el limit de f(x) quan x
tendeix a 1 és 2. | ho escriurem de la seguent manera:

0.9 | L8l
099 | 198

lim f(x)=2

x—i

Fixem-nos que hem donat a x valors propers a 1 per sota, perd que passa si ens hi
apropem per sobre? En aquest cas, també ens apropem a 2 si fem que la x s'apropi a 1.

x [ ®| T
aixi:
12 | 2.44
11 |221 lim_ f(x)=2
—1
1.01 | 2.02 "

En el segon cas, direm que hem buscat el limit per la dreta i ho escriurem
aixi:

lim f(x) =2

En aquest cas, els limits per I'esquerra i per la dreta coincideixen, aleshores podem dir

En el primer cas, direm que hem buscat el limit per I'esquerra i ho escriurem

que el limit existeix. Si els limits laterals (per I'esquerra i per la dreta) no coincideixen,

el limit no existeix.

Exemple 1: Calcula el limit per x —2 de la segiient funcio: f(x) = 1-2x?

Primerament busquem el limit per I'esquerra < | f® )
i seguidament, busquem el limit per la dreta. 18] -548 22| 868
Observem que en ambdos casos ens acostem 19]-622 21-7.82
a-7 1.99| -6.92 2.01| -7.08

Aleshores podem dir que el limit de f(x) quan x tendeix a 2 ,',i_."lf(xF_? és -7.
Per altra banda, observem que el valor de la funci6 en x=2 també és -7: f(2) = -7

x+1 quanxs<3

x?  quanx>3
Primerament busquem el limit per I'esquerra. Quan ens apropem a 3 per l'esquerra, la
funcié ve regida per: x+1 i anl_f[x}=4

Exemple 2: Calcula el limit per x —3 de la segiient funcio:  f(x) = {

i seguidament, busquem el limit per la dreta. Quan ens apropem a 3 per l'esquerra, la
funcié ve regida per: x* i lim_f(x)=9

Observem que els limits laterals no coincideixen, aleshores el limit de f(x) per x —3 no
existeix. lim f(x)=



Per altra banda, observem que el valor de la funci6 en x=3 si que existeix i és 4: f(3) = 4

Si representem la funcié de lI'exemple 2, obtenim el seglient:

Fixem-nos que el punt (3,4) esta marcat
amb un cercle pintat, per representar que
el punt pertany a la funcio, en canvi, el

121 punt (3,9) esta marcat amb un cercle
blanc, per representar que ens hi podem
apropar tant com vulguem, perd que no
g pertany a la funcié.

w
=
]
@

T T T T
3 -2 -1 1] 1 2
24

2
Exemple 3: Calcula el limit per x —1 de la seglient ~ f(x) = (xi—,,) funcio:

Si fem una representacio de la funcio, podem

observar que:
CR lim f(x)=lim_f(x)=+00
x—1 x—1
4+ Com que ambdds limits laterals coincideixen,

podem dir que:

. : : : : lim f{x)=+c0
x—1

Exemple 4: Calcula el limit per x —-1 de la seguent funcio:

8 Si fem una representacio de la funcié, podem observar

que:
lim _f(x)=-0c0 lim , f(x)=+00
4 x—-1 x—-1
Com que els limits laterals no coincideixen, podem dir
A que:
o\h"“——ﬁ-—._
— T T lim f(x]=§{
x—-1
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@% 8) Troba els limits de les seglients funcions i digues si les funcions son

continues en aquells punts i representa la funcié de I'apartat f.

a) = b) 1) = Seuxea
lim £(x) = lim f(x) =
+242 il
d) 100 = (22 e fa=ix
lmf(x)= limf(x)=

x—4

Operacions amb limits

lim (f+g) =limf+ limg
lim(f-g) =limf- limg

f limf
lim—=—— (només silimg #* 0)
d limg

limf9 = (limf)im9 (només silimf 2 0)

_J2x quanxs2
¢) fix)= {x2 quan x>2
limf(x)=
x—2
1
<=1 quan x<0
f) fx)= -1 quan 0<x<1
x=1 quan x21
limf(x)=
x—0
limf(x)=
—

lim f(x) = lim f(-x)

A—-00

Limits a I'infinit

[0 sin<m
. . a
+00 sinEmi E::-E}
i ax+ ...
im —— = . . a
x—+o bxM+ | -00 sin>mi F{ﬂ
a sin=m
b

Compte de la vella

00~ 1.106
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(% lim £
9) Troba els limits de la seglent .
/funcié a partir de la representacio: lim £(x)

limf(x) 2
x—=>1"

Iir{lf(x) .
lim#f(x) *

10) Calcula e1~'4 limits segiients, especificant el valor dels limits laterals:

(.2 \
. . [ x"4+2x-3
a.-) frm‘ —‘ b.- )hm‘ ‘ c.-) ffm‘
o=l oy T2 x4+ 2 sl x—=5
“.‘ AY i ‘2 AY
d.-) fﬁ'}.“ —_— ‘ e.-) lim ‘ ‘
T3l x? 4+ 6x49) -2l X+ 2
11) Calcula els limits segtients:
. - Y+3
a.-) i 5x'+x)7 = b.-) lim——— - =
Tox—s+m | (*‘ 1)
337 - 9x—15 (Y rx-6)
c.-) lim ———— d.-) ffm‘ _— | =
-1 2y —16 ol —4
.' ~ 3 A .'/ _2 _2 hY
2¢i 42 o xT+3 a4+
e.-) f’rm| : ‘ £-) ITIIH| - ‘
Tl xt 4l el x 2x -2
3 L xR
v —2x+1)
g-) fﬁ”‘ - ‘
r—-1 YO +3
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12) Calcula els limits segiients

a-) lim (3x" = 2x—4) = booy Zim (=1 - x)=
c.-) Iim (\\/xz 41—y +3) d.-) fim WE.\’E +x —/x? —1)

s

e.-) lim (1f9.T2 +12x+7—(3x— 4\) £-) Fr’m|

x4t : x—s+w|
s

g.-) lim (log,(6x—7)-10" )

S X—Ho

8. Discontinuitats

Discontinuitat evitable

Exemple: f(x) = x?-4 Aquesta funcid té una discontinuitat en x=2, pero la
X—2 podem arreglar per tal que desaparegui:

_ xZ2-4 _ (x+2)-(x-2) _ ]
=57 = X—2 =x+2 2
Discontinuitat de salt finit
. _Ix+1 perx<1
Exemple:  f(x) _{x—'l per x=1 2-/:
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Discontinuitat de salt infinit

Xx+1 perx<i
Exemple: f(x) =

perxz1

il 1%

<
/ 13)Estudia la continuitat de les seguents funcions:

X2 =2x+1 2x X-2 per xs3

flx) = ———— g(x) =

(x+2)2 per xg1
X—1 X+1 h(x) =13
X

(x=2)2 per x>1

i =]

per x>3

Asimptotes verticals en
x=2 i x=-2

Per trobar les asimptotes verticals
hem d'igualar el denominador a zero

X2=4=0 = x=2; x=-2
Asimptotes horitzontals en
y=0

3 5 3
Per trobar les asimptotes horitzontals d'una funcio:

hem de tenir en compte que:

Si grau P(x) = Q(x) no hi ha asimptotes horitzontals
Si grau P(x) = Q(x) hi ha asimptotes horitzontals
Si grau P(x) < Q(x) asimptota horitzontal en y=0
grau cde 2x+1 < graude x?-4
asimptota horitzontal en y=0

—_—— _ _ _ -
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/ / 14)Troba les asimptotes de les seguents funcions:

2x2 +3x-1 _2 __x=1
flx) = == — glx) = < h(x) =

15) Fes els seguents exercicis extrets de
blocs.xtec.cat/cairatnuriapascual/files/.../exercicis-de-branques-infinites.doc

Exercici n. 1.-

Troba les asimptotes verticals de:  f(x] -

4-x
Solucié:
v 4-x2=0 0 x=-2,x=2.
Les asimptotes verticals sén x=-2i x = 2.
Posicié de la corba respecte a elles:
1 1
4- x2 (2—x)(2+ x) 1\ | ‘,a‘
lim L - lim T tw -2 2
X--24- x x--2" 4 - x \ f
lim = to lim L z -0
x-2 4-x x- 42" 4- x

Exercici n. 2.-

Troba les branques infinites, quan x - -» i x —» +» de la segiient funcio i
representa els resultats obtinguts:

3 2
f(x): XT-XT+ 2x

Solucio:

3 2
lim DX - X4 oxl= +a /
X- to H 3 2

3 2

X

lim {—- —+ 2xH= -o
X wH3 2 H /

i situa la corba respecte d'elles.
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Exercici n. 3.-

Troba les branques infinites, quan x —» -» i x —» 4« de la segiient funcio i
representa els resultats que obtinguis:

x®+2x
flx) =
( ) x2+1
Solucio:
_ox* i 2x \ /
lim 5 =t
Xatw x4 1
ox* e 2x
lim z tw

X0 x2 41

Exercici n. 4.-

Troba les branques infinites, quan x - —» i x - +», de la seglient funcio i
representa els resultats que obtinguis:

2
f(X): 2x°+1

x2+1
Solucio:
2-
2 A -
im 241 .
xote x2 44
2 PR E—
iim 2x° +1 9
x- o x2 4

Amb calculadora podem comprovar que:

+ Donant valors molt grans i negatius ( X 5 tow ) la corba va per sota de I'asimptota y = 2.
+ Donant valors molt grans i negatius ( X -0 ) la corba va per sota de I'asimptota y = 2.
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Exercici n. 5.-

.. 1
Donada la funcio: flx)= 57—
x“+2x+1

Troba les seves asimptotes verticals i situa la corba respecte d'elles.

Solucio:

v x%2+2x+1=0 0 x=-1
Només té una asimptota vertical: x = -1
Posicio de la corba respecte a l'asimptota:
1 1
x2+2x+1_(x+1)2 '}“\
1 . 1 -1

/' = I _=c
Xjr-nf (x+ 1)2 Xjr-nf (x+ 1)2 e

Exercici n. 6.-

Troba les branques infinites, quan x - —» i x - +»de la funcioé:

-x3+ x

f(x) : 2

Representa graficament les resultats obtinguts.

Solucio:

- x4 x
lim ————= -0

X- tw \

- x3+x
lim ———= +o
X- -

Exercici n. 7.-

Estudia el comportament de la seglient funcio, quan x » —-» | x —» 4=« irepresenta

les branques que obtinguis:

3

- 2x?2
= et
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Solucio:

ox3-2x? \ /
im ——— = +w
X+t 2Xx+ 1

ox3-2x?
lim ———— =
x+-w  2x+1

1
+
8

Exercici n. 8.-

Donada la funcié: f(x) = 3

troba les asimptotes.

Solucio:

.1+ x?
lim

X- tw X

=0

1+ x2

lim
X- -0 X

=0 ~

Exercici n. 9.-

Troba les asimptotes verticals de la seguent funcioé i situa la corba respecte d'elles:

Solucio:

v (x+2%=0 0 x=-2
Només té una asimptota vertical: x = -2

Posicio de la corba respecte a l'asimptota:

. X . X
lim —/—— = +o lim ——— = +0

-2
2 2 2 !
2

x--2 (x+ 2)? x- -2 (x+ 2
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Exercici n. 10.-

Troba les branques infinites, quan x » -o | x —» +», de les seguents funcions i

representa la informacié que obtinguis:

a) flx)= (x+ 2"
b) f(x)= x- x?

Solucio: /
a) lim(x+2)* = +a b) fim (x- x| = -a
X~ to X- to

Exercici n. 11.-

Troba I'asimptota obliqua de la segiient funcio i representa la posicio de la corba

respecte d'ella:

Solucio:

2x3 2x
> = 2x+ >
X -1 X -1

- Asimptota obliqua: y = 2x

¢« Quanx - +o, >
x“ -1

2x

x? -1

¢+ Quan x - -o, < 0 [0 Lacorbaestaper sotadelasimptota.

Exercici n. 12.-

>0 0 Lacorbaestaper sobre del'asimptota.

Estudia i representa el comportament de la segiient funcidé, quan x - - iquan
x - +o0o. Sité alguna asimptota, representa la posicio de la corba respecte d'ella:

3

f(x)= x%2+1
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. : = xt ;X - Asimptota obliqua: y = x
x“+1 X +1
¢+ Quanx - +o, _ <0 0 Lacorbaestaper sotadel asimptota. 1 /
X%+ 1 p
V=X
- X . o /-
¢+ Quanx - -o, 7, 1 >0 0 Lacorbaestaper sobre del'asimptota. k
X~ +

ax+3
2x+b
en y = —2. Trobeu el valor dels parametres a i b.

16) La funcio f(x) = té una asimptota vertical en x = 3 i una asimptota horitzontal

(solucié: a=-4 i b=-6)

17) La funcio f(x) = %

horitzontal en y = 2. Trobeu els parametres a i b. (solucié: a=6 i b=3)

té una asimptota vertical en x = -1 i una asimptota

10. Derivada

La derivada d'una
funcié en un punt
és el pendent de la 4
funcio en aquest
punt.

La funci6 derivada
ens dona el
pendent de cada
punt de la funcio
primitiva.

f(x+h) - f(x)

a D) = F(x) = lim JxrR)=FX)

h—0 h
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Taula de derivades elementals

Funcié F: primitiva de f

funcié f. derivada de F

flz) =k Flx)=0
flz) == fl(z)=1
fl(z) = =" f'(z) = T
s 3 1
f(i):\/z f(:r):z\/l_
flz)=¢€ flz)=¢
f(z) = In(x) f(z) = ll
f(z) =a® (amb a>0) |f'(z)=a"In(a)
s, o
f(x) = logy(z) fi(z) = zTn(®)

©h
( / 18) Deriva les seguents funcions:

a) x® -2x?+x

b) x* -2x? +x

G@% 19) Deriva les seguents funcions

Funcio

c) 4x°-2x2+x-2 d) —x?+3x?-Tx-1

Solucid

y=5x"-3x+3x-2

V=301 - 15y + 95

y=x"+2x"+x-4

=320+ 2 x + =30, + L2
X AV X X
_ |3 3 [ t_a [a 2
V=4/2 X - JT.X t 4D V =240 x -7
?
1:2,\)‘*+~+;\ J.-"—i_-i‘I‘jxt;
X VX x

y=4 + 27 -x +4

e) —x*+4x? -3x-7




11. Maxims i minims
Com que f'(x) ens dona el pendent de la funcié en cada punt, quan f(x) = 0, la funcio és
plana. Aixo vol dir que estem en un extrem relatiu (un maxim o un minim):

f(x) = x7+3x%-2x+1
f(x) = 3x2+6x=-2 = 0 (x) = X7+ 3x7=2x

12

-1 maxim 0.

Per saber si es tracte d'un maxim o
d'un minim podem fer la 2a. derivada i

si és <0 es tracte d'un minim
si és >0 es tracte d'un maxim

minim
si és =0 es tracte d'un punt d'inflexio T T
f'(x) =6X + 6
15 15 .
quanx = %—1 - 5-(%—1)“3 =2,/15 > 0 = MINIM
15 15 .

quan x = -%-1 - 5-(-%-1)% = -2,/15 <0 » MAXIM

G@% 20) Troba els extrems relatius de les seguents funcions:
f(x) = %"3'4 glx) = %"3*'%"2*5"*\/5 h(x) = %x3+%x2+100 jx)= %x3-x2-3x+3 k(x) = %x3—%x2+2x—\/§

21) El benefici diari d'una empresa ve donat per: B(x) = =2x7 +48x?-184x~-161 on x és el
nombre de cotxes que fabrica.

Calcula el nombre de cotxes fabricats que fa maxim el benefici.
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12. Representacio de funcions

1
Exemple: representa la funcio: f(x) = Ex3—4

1. Busquem el domini de la funcié: Dom(f) = Re
2. Punts de tall amb els eixos. (
1 - -

2.29,0)

Ordenades) x=0 — f(x=0)= 5 -07-4 = -4 = (0,-4)

1
Abscisses) y=0 —  x’-4=0 = x=y12 = (3/12,0)
gl

3. Continuitat
La funcié és continua en tot el domini ;
4. Assimptotes 2

0 (2.29,0)

L1 .1 ; :
lim —x3-4 = +0c0 lim —x3-4=-c0 2 o 2 4
x—ca 3 x—-ca 3

No té asimptotes verticals ni horitzontals. {

-40(0'-4)

5. Maxims i minims

1
f(x) = 513—4 2
f(x) = x2 . 220

x? =0 = x=0 3 o ; 5
Anem a veure si es tracte d'un maxim

o d'un minm ‘; ]
(0,-4)

f'(x) = 2x -
f'(x=0) = 0 = Es un punt d'inflexié
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' 3 3 5
)
\. / 22) Representa les seguents funcions:
1.3 1 3
f(x) = 3X —-4x-2 j(x) = §x3+5x2+1
_ 1 54,2 1 3
a(x) = 3X =7x=+33x+10 k(x) = §x3+5x2+2"'2
1 1
h(x) = §x3—§x2—6x+1ﬂﬂ B(x) = =x7+4x2-4x-1
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